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Dieses  Buch,  heivorgegaugen  aus  Vorträgen,  welche  der  Verfasser  an  der 
Universität  gehalten  hat,  behandelt  die  analytische  Mechanik  mit  Einschluss 
der  Hydrodynamik  und  der  Theorie  der  Elastizität  fester  Körper.  Die  erste 
Liefenmg  enthält  die  Mechanik  materieller  Punkte  und  die  DiflPerentialglei- 
chungen  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  und  elastischen  festen  Körper,  während 
die  Integration  dieser  für  spezielle  Fälle  den  späteren  Lieferungen  vorbehalten 
bleibt.  Nachdem  in  den  beiden  ersten  Vorlesungen  die  Lagrange'schen  dyna- 
mischen Grundgleichungen  aufgestellt  sind,  wird  aus  diesen  in  der  dritten  das 
d'Alembert'sche  und  das  Hamilton'sche  Prinzip  hergeleitet  imd  das  Prinzip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  als  ein  spezieller  Fall  des  d'Alembert'schen  er- 
wähnt. Die  vierte  Vorlesung  entwickelt  die  Sätze  von  der  lebendigen  Kraft, 
von  der  Bewegung  des  Schwerpunkts  und  die  Flächensätze.  Die  fünfte  beschäf- 
tigt sich  mit  der  möglichen  Bewegung  eines  starren  Köi-pers;  die  sechste  stellt 
die  Differentialgleichungen  auf,  die  für  diese  gelten,  wenn  gegebene  Kräfte  wir- 
ken; in  der  siebenten  werden  die  gefundenen  Differentialgleichungen  für  den 
Fall  integrirt,  dass  Kräfte  nicht  vorhanden  sind,  und  unter  speziellen  Voraus- 
setzungen für  den  Fall,  dass  die  Schwere  wirkt.  In  der  achten  wird  näher  auf 
die  Messung  der  Schwere  mit  Hülfe  des  Pendels  eingegangen  und  in  der  ^neunten 


der  Einfluss  der  Drehung  der  Erde  auf  die  Bewegung  schwerer  Köi-per  erörtert. 
Die  zehnte  Vorlesung  bildet  die  Vorbereitung  zur  Aufstellung  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  continuirlicher  Körper,  die  relative  Verschiebungen 
ihrer  Theile  gestatten,  indem  sie  die  Verändening  untersucht,  die  ein  unendlich 
kleiner  Theil  eines  solchen  Körpers  bei  seiner  Bewegung  erfährt;  in  der  eilften 
endlich  weiHien  diese  Differentialgleichungen  gebildet,  nachdem  der  Begriff  des 
Druckes  eingeführt  ist,  und  es  werden  die  Werthe  der  Druckkomponenten  bei 
Flüssigkeiten  und  elastischen  festen  Körpern  angegeben;  bei  Flüssigkeiten  auch 
für  den  Fall,  dass  Reibung  stattfindet. 

Die  Herausgabe  dieser  ersten  Lieferung  soll  ihre  Rechtfertigung  hauptsächlich 
in  einer  Eigenthümlichkeit  der  Darstellung  finden,  welche  die  Unklarheiten  zu  ent- 
fernen sucht,  die  den  mechanischen  Begriffen  bei  der  gewöhnlichen  Behandlung 
anhaften.  Der  Verfasser  bezeichnet  es  nämlich  als  die  Aufgabe  der  Mechanik, 
die  in  der  Natur  vor  sich  gehenden  Bewegungen  vollkommen  und  auf  die  ein- 
fachste Weise  zu  beschreiben,  und  begründet,  hiervon  ausgehend,  unter  Voraus- 
setzung der  Vorstellungen  von  Raum,  Zeit  und  Materie,  die  Lagrange'schen 
Gleichungen  durch  rein  mathematische  Betrachtungen.  Freilich  erscheinen  diese 
Gleichungen  dann  als  solche,  die  über  die  wirklichen  Bewegungen  der  Körper 
gar  nichts  aussagen;  sie  bilden  nur  ein  Schema  für  diese,  dem  Inhalt  zu  geben 
Sache  der  Beobachtung  ist;  ihr  Nutzen  beruht  darauf,  dass  sie  eine  Sprache  möglich 
machen,  die,  wie  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  sich  besonders  eignet,  die  wirklichen 
Bewegungen  in  einfacher  Weise  zu  beschreiben. 


Die  Voiiesungeu  über  analytische  Mechanik  erscheinen  in  zwanglosen 
Lieferungen ,  deren  Preis  je  nach  dem  Umfang  einer  Lieferung  sich  i-ichten 
wird.  Die  vorliegende  erste  Lieferung  kostet  4  Mark,  Die  Fortsetzung 
wird  möglichst  bald  erscheinen. 


Leipzig,  im  Februar  1874. 
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p]rste  Vorlesung. 

(Aufgabe  der  Mechanik.  Definition  eines  materiellen  Punktes.  Geschwin- 
digkeit. Beschleunigung  oder  beschleunigende  Kraft.  Bewegung  eines  schweren 
Punktes.  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne.  Satz  vom  Parallelogramm 
der  Kräfte.     Differentialgleichungen  des  Problems  der  drei  Körper.) 

§    1. 

Die  Mechiinik  ist  die  Wissenschaft  von  der  Bewegung;  als  ihre 
Aiil'gabe  bezeichnen  wir:  die  in  der  Natur  vor  sich  gehenden  Bewe- 
gungen volhlündig  und  auf  die  einfachste  fFeise  zu  beschreiben. 

Bewegung  ist  Aenderung  des  Ortes  mit  der  Zeit;  was  sich  be- 
wegt, ist  die  Materie.  Zur  Auffassung  einer  Bewegung  sind  die  Vor- 
steHungen  von  Raum,  Zeit  und  Materie  nöthig,  aber  auch  hinreichend. 
Mit  diesen  Mittehi  muss  die  Mechanik  suchen,  ihr  Ziel  zu  erreichen, 
und  mit  ihnen  muss  sie  die  Hülfsbegriffe  construiren,  die  sie  dabei 
nöthig  hat,  z.  B.  die  Begriffe  der  Kraft  und  der  Masse. 

Es  soll  die  Beschreibung  der  Bewegungen  eine  vollständige  sein 
Die  Bedeutung  dieser  Forderung  ist  vollkommen  .klar:  es  soll  eben 
keine  Frage,  die  in  Betreff  der  Bewegungen  gestellt  werden  kann, 
unbeantwortet  bleiben.  Nicht  so  klar  ist  die  Bedeutung  der  zweiten 
Forderung,  dass  die  Beschreibung  die  einfachste  sei.  Es  ist  von  vorn 
herein  sehr  wohl  denkbar,  dass  Zweifel  darüber  bestehen  können,  ob 
eine  oder  eine  andere  Besehreibung  gewisser  Erscheinungen  die  ein- 
fachere ist;  es  ist  auch  denkbar,  dass  eine  Beschreibung  gewisser 
Erscheinungen,  die  heute  unzweifelhaft  die  einfachste  ist,  die  man 
geben  kann,  später,  bei  weiterer  Entwicklung  der  Wissenschaft,  durch 
eine  noch  einfachere  ersetzt  wird.  Dass  Aehnliches  stattgefunden  hat, 
dafür  bietet  die  Geschichte  der  Mechanik  mannigfaltige  Beispiele  dar. 

Die  Bewegung  eines  Körpers,  d.  h.  eines  Theiles  der  Materie, 
ist,  genau  ins  Auge  gefasst,  immer  eine  sehr  complicirte  Erscheinung. 
Ein  fester  Stab,  der  fortgeschleudert  ist,  dreht  sich  während  seines 
Fortschreitens  bald  in  diesem,  bald  in  jenem  Sinne;  eine  Flüssigkeit, 
die  aus  einem  Gefässe  ausgegossen  ist,  ändert,  während  sie  fällt,  in 
der  verwickeltsten  Art  ihre  Gestalt,    Solche  Drehungen  und  Gestalts- 
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änderungen  kommen  in  weniger  auffallender  Weise  bei  jeder  Bewegung 
eines  Körpers  vor.  Wir  werden  —  mit  dem  Einfacheren  beginnend 
—  zunächst  den  Fall  betrachten,  dass  alle  Dimensionen  des  Körpers 
vnendlich  klein  sind;  einen  solchen  Körper  nennt  man  einen  maleriellen 
Punkt.  Auch  ein  materieller  Punkt  wird  im  Allgemeinen  bei  seiner 
Bewegung  sich  drehen  und  seine  Gestalt  ändern;  dabei  wird  aber, 
eben  weil  er  unendlich  klein  ist,  sein  Ort  in  jedem  Augenblicke 
durch  einen  geometrischen  Punkt  angegeben  werden  können.  Wir  wer- 
den uns  darauf  beschränken  die  Aenderungen  seines  Ortes  zu  untersuchen 
und  nicht  in  Betracht  ziehen,  wie  er  sich  dreht  und  seine  Gestalt  ändert. 
Wir  werden  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  materiellen  Punktes, 
um  dessen  Bewegung  es  sich  handelt,  in  Bezug  auf  ein  beliebiges, 
festes,  rechtwinkliges  Coordinatensystem  zur  Zeit  i  nennen.  Dann 
sind  X,  y,  z  Functionen  von  t,  und  zwar  Functionen,  die  einwerthig 
und  stetig  sind  für  das  ganze  Intervall  von  t,  welches  der  Dauer  der 
Bewegung  entspricht.  Werden  sie  angegeben,  so  wird  dadurch  die 
Bewegung,  so  weit  wir  sie  in  Betracht  ziehen  wollen,  vollständig 
beschrieben.  Sie  sind  abhängig  von  dem  gewählten  Coordinaten- 
system. Führt  man  ein  anderes,  gleichfalls  rechtwinkliges  und  festes 
Coordinatensystem  ein  und  nennt  x,  y ,  z  die  Coordinaten  in  ihm 
des  Punktes,  dessen  Coordinaten  in  früheren  x,  y,  z  sind,  so  ist  be- 
kanntlich 

x  ==  a  -\-  a^x  -\-  a.^y  -\-  a.,^z 

y'  =  h-^ß,x  +  ß,y-\-ß,z  1) 

z'  =  c-\-y^ X  -{- y^y  -j- r-iZ  , 

wo  a,  b,  c  und  die  Grössen  a,  ß,  y  Constanten  sind,  die  von  der 
relativen  Lage  der  beiden  Coordinatensysteme  abhängen;  es  sind 
a,  h,  c  die  Werthe,  die  x\  y,  z  für  x  =■'<),  y  =  0,  z  =  0  haben, 
und  es  ist 

ßj  ==  0,0^  [x' x),  «2  =  COS  {x'y),  «3  =  cos  [x  z) 

/3,  =  COS  {yx),  ß.^  =  cos  (y'y),  ß.^  =  cos  {y  z)  2) 

y,  =  cos  {z  x),  y^  =  cos  {z'y),  y^  =  cos  (z'z)  , 

wo  {x  x)  ein  beliebiger  von  den  beiden  zu  2ä  sich  ergänzenden  Win- 
keln ist,  die  die  Richtungen  der  a;- Achse  und  a:'- Achse  mit  einander 
bilden,  und  die  Bedeutung  der  ähnlichen,  eingeführten  Zeichen  die 
analoge  ist. 

§  3. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  lässt  sich  auch  auf  andere,  weniger 
directe  Weisen,  und  oft  einfacher,  als  auf  die  besprochene,  beschrei- 
ben. Der  Zweck  ist  erreicht,  wenn  die  Werthe  angegeben  sind,  die 
x,  y,  z  für  einen    Werth  von  t,  z.  B.  für  ?  =  0,   besitzen,  und  die 

Werthe ,   welche  ^ ,    ™  ,   ' y,  für  alle  Werthe  von  t  haben.     Dabei 
'  dt  ^     dt  '    dt 


§  3.     Geschwindigkeit.  3 

können  diese  Differentialquotienten  als  Functionen  von  i,  oder  als 
Functionen  von  x,  y,  z,  oder  —  und  das  ist  der  allgemeinste  Fall, 
den  wir  in  Betracht  ziehen  —  als  Functionen  von  x,  y,  z  und  /  ge- 
geben sein;  jedenfalls  aber  sollen  diese  einwerthig  sein  für  alle  Werth- 
systeme  ihrer  Argumente,  welche  bei  der  Bewegung  vorkommen.  Ist 
für  /  =  0:  x  =  .r„,  y  =  y^,   z  =  z^ 

-,      ■,-,  .  dx  dy  dz  os 

und  allgemein:  -^  =  u,  -'^  =  v,  ^^  =  ?^;  3) 

wo  X(f,  y^,  s-Q  gegebene  Constanten,  u,  v,  iv  gegebene  Functionen 
der  bezeichneten  Art  von  x,  y,  z  und  l  bedeuten,  so  sind  a;,  y,  z  für 
jeden  Werth  von  /  eindeutig  bestimmt,  wie  aus  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  folgt.  Um  x,  y ,  z  zu  finden,  hat  man 
die  Differentialgleichungen  3)  zu  integriren  und  die  dabei  auftreten- 
den 3  willkührlichen  Constanten  ans  den  für  /  =  0  geltenden  Bedin- 
gungen zu  l)estiramen. 

Die  durch  die  Gleichungen  3)  definirten  Grössen  v,  v,  iv  nennt 
man  die  Componenlen  der  Geschicindigkeii  des  Punktes  zur  Zeit  t  nach 
den  Achsen  der  x,  y,  z.  Der  Geschwindigkeit  selbst  kommt  eine 
gewisse  Grösse  und  eine  gewisse  Richtung  zu.  Um  diese  zu  finden, 
betrachte  man  u,  v,  10  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  belielng 
ist,  dessen  Achsen  aber  den  Achsen  der  x,  y,  z  resp.  parallel  sind; 
die  Richtung  der  Geschwindigkeit  ist  die  Richtung  der  geraden  Linie, 
die  von  dem  Anfangspunkte  der  u,  v,  iv  nach  dem  Punkte  (ii,  v,  ic) 
geht,  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  ist  die  Länge  dieser  Linie. 
Diese  Definitionen  sind  gleichbedeutend  mit  den  folgenden:  die  Grösse 
der  Geschwindigkeit  ist  die  positiv  zu  nehmende  Wurzel 

-    Yu^  _|_  v'l  _^  iv^^ 

ihre  Richtung  die  Richtung  einer  Linie,  die  mit  den  Coordinaten- 
achsen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus 

4) 


sind. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  hiernach  die  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  allein  von  seiner  Bewegung  abhängt  und  nicht  von  dem 
Coordinatensysteme,  das  man  zur  Untersuchung  dieser  Bewegung  ge- 
wählt hat.  Man  erkennt  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung,  wenn 
man  dieselbe  Bewegung  einmal  auf  ein,  dann  auf  ein  anderes  Coordi- 
natensystem bezieht  und  beide  Male  nach  der  aufgestellten  Definition 
die  Geschwindigkeit  aufzieht.  Es  seien  wieder  x,  y ,  z  die  Coordi- 
naten in  einem  neuen  Systeme  des  Punktes,  dessen  Coordinaten  in 
dem   alten  .r,  y,  z  sind;   es  bestehen   zwischen  diesen  Grössen  dann 
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die  Gleichungen  1).    Dififerentiirt  man  diese  Gleichungen  und  Ijenutzt 
die  Gleichungen  3),  sowie  die  diesen  entsprechenden: 

dx  ,  ■    (hf  >      dz  , 

dl  dt  dl 

in  denen  ?/,  v,  tu   die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes 
zur  Zeit  t  nach  den  Achsen  der  x,  y ,  z   bedeuten,  so  erhält  man: 

u  =  a^u  -\-  a,^v  -\-  a.^iv 

lo'  =  y^u  -}-  y.^v  -\-  y.^tv. 

In  Folge  der  in  den  Gleichungen  2)  angegebenen  Bedeutung  der 
Grössen  a,  ß,  y  drücken  diese  Gleichungen  aus,  dass  n,  v,  iv  und 
u,  V,  w  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  zwei  Systemen  sind,  die 
einen  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  haben  und  von  denen  die 
Achsen  des  einen  denen  der  x,  tj,  z,  die  Achsen  des  anderen  denen 
der  X ,  rj ,  z'  parallel  sind.  Die  gerade  Linie,  die  nach  diesem  Punkte 
von  dem  gemeinsamen  Anfangspunkt  gezogen  ist,  bestimmt  der  Grösse 
und  Richtung  nach  die  Geschwindigkeit,  um  die  es  sich  handelt,  mag 
man  das  Coordinatensystem  der  x,  y,  z  oder  das  der  x,  y,  z  benutzen. 
Nennt  man  ds  die  unendlich  kleine  Strecke,  welche  der  Punkt 
in  dem  Zeitelement  dt  zurücklegt,  so  ist 


]/dx^  +  dy"-  +  dz"-  =  ds- 
und  daher 

d.  h.  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  ist  gleich  der  unendlich  kleinen 
Strecke,  welche  der  Punkt  in  einem  Zeitelement  zurücklegt',  dividirt 
durch  dieses  Zeitelement.  Die  in  4)  angegebenen  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  mit  den  Coordinatenachsen 
bildet,  werden  durch  Einführung  von  ds 

dx         dy         dz 
ds   ^       ds  '       ds  ' 

es  sind  dieses  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  mit  den  Achsen  die 
Tagente  bildet,  welche  im  Punkte  (a;,  y,  z),  im  Sinne  der  Bewegung 
des  Punktes  an  die  Bahn  desselben  gelegt  werden  kann.  Die  Rich- 
tung dieser  Tangente  ist  also  die  Richtung  der  Geschwindigkeit. 

Der  einfachste  Fall  der  Bewegung  ist  derjenige,  in  dem  u,  v,  w 
Constanten  sind.  In  ihm  ergiebt  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen 3): 

X  =  X^-\-  Ut,    y  =  y^-\-  vt,    2  =  2",,  -f-  wL 

Die  Bahn  ist  hiernach  die  gerade  Linie,  deren  Gleichungen 

X  —  ,To         ?/  —  ?/o :  —  Jo 


§  4.     Beschleunigung.  5 

siml,  tl.  li.  die  gerade  Linie,  die  in  der  Riclituiig  der  constant  blei- 
benden Gosclnvindigkoit  durch  den  Punkt  (cr„,  ?/„,  r„)  gezogen  ist. 
Eine  solche  BcAvegung  eines  Punktes  nennt  man  eine  gleichförmige. 

§4. 

Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  ist  ebenfalls  vollkommen 
bestiunnt,   Avenn   für  /  =  0  Ort  und    Geschwindigkeit  und  für  jeden 

\Verth  von  /  die  Werthe  von  ^^^ ,    —^  ,   —^  eindeutig  gegeben  sind. 

Es  sei  für  /  =  0  :         x  =  a:^,  V  =  y^),  ^  =  ^r,,, 

dx  dy  dz  

und  allgemein 

d^x  . y     (^y  y     d^z  „ 

d(^   ~^'    dfi~~      '    "dl^~''^'  '^J 

wo  die  mit  dem   Index  0  versehenen  Zeichen    gegebene  Constanten, 

J,   r,  Z  gegebene  Functionen  von  x,  ij,  ^>    tt j    -jr  ,    yf,  ^bedeuten, 

die  für  alle  vorkommenden  Werthsysteme  ihrer  Argumente  einwerthig 
sind.  Integrirt  man  die  Differentialgleichungen  5)  und  verfügt  über 
die  0  dabei  auftretenden  willkührlichen  Constanten  so,  dass  den  für 
/  =  0  geltenden  Bedingungen  genügt  wird,  so  bestimmt  man  voll- 
Icommen  x,  y,  z  als  Functionen  von  t. 

Die  durch  die  Gleichungen  5)  definiiien  Grössen  X,  F,  Z  nennt 
nuin  die  Componentcn  nach  den  Coordinatenachsen  der  Beschlcunigmuj , 
die  der  Punkt  hat,  oder  der  heschlexmifj enden  Kraft,  die  auf  den  Punkt 
wirkt.  Die  Ausdrücke:  Beschleunigung  und  beschleunigende  Kraft 
werden  wir  zunächst  als  ganz  gleichbedeutend  ansehn  und  nach  Will- 
kühr  bald  den  einen,  bald  den  andern  gebrauchen.  Der  Kürze  wegen 
wollen  wir  dabei  das  Beiwort  heschlewiigend  fortlassen,  aber  stets 
hinzudenken,  bis  wir  zur  Einführung  der  sogenannten  bewegenden 
Kräfte  kommen.  Der  Beschleunigung  kommt  eine  gewisse  Grösse 
und  eine  gewisse  Richtung  zu;  ihre  Grösse  ist 

ihre  Richtung  diejenige,  die  mit  den  Coordinatenachsen  Winkel  bildet, 
deren  Cosinus 

X  Y  Z     

Fx^+T2+ z'2 '  Vx^-j-v^-i-z^ '  Vx^-{-y^-\-z^ 
sind.  Mit  andern  Worten:  betrachtet  man  Ä,  Y,  Z  als  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  eines  Punktes  in  einem  Coordinatensysteme,  dessen 
Achsen  den  Achsen  der  x,  ij,  z  parallel  sind,  so  ist  die  Länge  der 
von  dem  Anfangspunkte  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Linie  die 
<i  rosse,  und  ihre  Richtung  die  Richtung  der  Beschleunigung. 

Diese  Definition  der  Beschleunigung  ist  ganz  entsprechend  der- 


jeiiigeij,  die  im  vuiigeii  §  von  der  Geschwindigkeit  gegeben  ist;  au 
sie  lassen  sich  ganz  tündicho  Betrachtungen  knüpfen,  wie  sie  dort 
entwickelt  sind.  Führt  man,,  wie  es  dort  geschehen  ist,  neben  dem 
Coordinatensystem  der  x,  y,  z  ein  zweites  ein,  auf  welches  man  die 
gestrichenen  Buchstaben  bezieht  und  differentiirt  die  Gleichungen  1), 
die  dann  wieder  gelten,  zweimal,  so  erhält  man 

d^x  d^x     .^         d^y     |^         d-z 

Jt^      ^'  rf<2  "1   5^2  fifi  ~r  y-i  ^n'i 

oder  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  5)  und  die  diesen  entspre- 
chenden, welche  die  gestrichenen  Buchstaben  enthalten: 

X'  =  a^X  -\-  «2  Y  -\-  a^Z 

r'^ß,X-\-ß,F-{-ß,Z  7) 

Z-:^y^X-^y,r-\-y,Z; 

und  hieraus  folgt,  dass  die  Grösse  und  Richtung  der  Beschleunigung 
ebenso,  wie  die  Grösse  und  Richtung  der  Geschwindigkeit,  unab- 
hängig sind  von  dem  Coordinatensysteme,  auf  welches  man  die  Be- 
wegung bezieht. 

Wie  im  vorigen  und  in  diesem  §  die  ersten  und  zweiten  DiflFeren- 
tialquotienten  der  Coordinaten  des  bewegten  Punktes  nach  der  Zeit 
eingeführt  sind,  so  könnten  auch  die  dritten  und  noch  höheren  ein- 
geführt werden.  Die  in  der  Natur  vorkommenden  Bewegungen  sind 
aber  erfahrungsmässig  der  Art,  dass  dadurch  die  Einfachheit  ihrer 
Darstellung  nicht  gewinnen,  sondern  im  Gegentheil  verlieren  würde. 
Es  hat  das  darin  seinen  Grund,  dass,  wie  aus  der  Erfahrung  hat 
geschlossen  werden  können,  bei  allen  Bewegungen,  die  in  der  Natur 
vor  sich  gehen,  die  zweiten  Diiferentiakjuotientcn  der  Coordinaten 
der  materiellen  Punkte  nach  der  Zeit  Functionen  der  Coordinaten 
selbst  und  unabhängig  von  den  Anfangswerthen  der  Coordinaten  und 
der  Geschwindigkeitscomponenten  sind, 

§5. 
Nach  den  gegebenen  Definitionen  sind  wir  schon  im  Stande  eine 
Klasse  von  Bewegungserscheinungen,  die  auf  der  Erde  vorkommen, 
in  sehr  einfacher  Weise  und  mit  einem  hohen  Grade  von  Genauigkeit 
zu  beschreiben,  die  Bewegung  fallender  und  geworfener  Körper  näm- 
lich in  so  weit,  als  diese  als  materielle  Punkte  angesehen  werden 
können,  die  Dimensionen  ihrer  Bahnen  unendlich  klein  gegen  die 
Dimensionen  der  Erde  sind  und  der  Einfluss  der  Luft,  so  wie  der 
Bewegung  der  Erde  unmerklich  ist.     Unter   diesen  Voraussetzungen 


ist  die  geiuuiiitc  Bewegung  beschrieben  durcli  den  Aussi)ruch,  dass 
auf  die  Körper  in  vertical  abwärts  gekehrter  Richtung  eine  constante 
Kraft  wirkt,  eine  Kraft,  welche  die  Schiverc  genannt  wird. 

Nimmt  man  die  ?- Achse  vertical  abwärts  gekehrt  an  und  be- 
zeichnet die  Schwere  mit  g,  so  ist  dieser  Ausspruch  gleichbedeutend 
mit  den  Differentialgleichungen 

nie   Integrale  derselben  sind: 

X  =  a  -\-  a  t 

wo  a,  h,  c  und  a\  V,  c  G  willkührliche  Constanten  bedeuten,  von 
denen  die  3  ersten  die  Coordinaten  des  Ortes,  die  3  letzten  die 
Oomponenten  der  Geschwindigkeit  zur  Zeit  ^  =  0  angeben. 

Zwischen  x  und  y  kann  man  durcli  Elimination  von  t  eine  lineare 
Clleichung  bilden;  d.  h.  der  Körper  bewegt  sich  in  einer  verticalen 
Ebene.  Nimmt  man  diese  zur  y^-Ebene,  so  wird  x  =  0,  und,  elimi- 
nirt  man  aus  den  Gleichungen  für  y  und  z  die  Zeit,  so  erhält  man 
zwischen  y  und  z  eine  Gleichung,  die  y  in  den  beiden  ersten  Poten- 
zen, z  in  der  ersten  Potenz  enthält.  Hiernach  ist  die  Bahn  eine 
Parabel,  deren  Achse  der  z-Achse  parallel,  also  vertical  ist.  Ist  noch 
b'  ==  0,  so  geht  die  Parabel  in  eine  verticale  gerade  Linie  über. 


Ein  anderes  Beisjjiel,  welches  zeigt,  welche  Vereinfachung  die 
Beschreibung  natürlicher  Bewegungen  durch  die  Einführung  des  Be- 
griffs der  Kraft  erfährt,  ist  die  Bewegung  der  Planeten  um  die  Sonne. 
Es  ist  diese  mit  einem  gewissen  Grade  der  Genauigkeit  beschrieben 
durch  die  sogenannten  Keplerschen  Gesetze;  es  wird  uns  gelingen 
diese  zusammen  zu  fassen  in  einen  Satz  von  grosser  Einfachheit, 

Nach  dem  ersten  Keplerschen  Gesetze  bewegt  ein  Planet  sich  so, 
dass  sein  von  der  Sonne  gezogener  radius  vector  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Flächenräurae  beschreibt;  nach  dem  zweiten  ist  die  Bahn 
eines  Planeten  eine  Ellipse,  in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne  steht. 

Wir  nehmen  die  Ebene  der  Bahn  zur  .ry- Ebene;  dann  ist  ^  =  0 
und  daher,  wenn  wir  X,  V,  Z  die  Componenten  der  auf  den  Planeten 
wirkenden  Kraft  nennen,  Z  =  Ü;  d.  h.  die  Kraft  ist  der  Ebene  der 
13ahn  parallel.  Wir  legen  ferner  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
in  die  Sonne  und  setzen 

X  =  r  cos  9? ,  y  =  r  sin  qp  8) 


Erste  Vorlcsiinf 


?*: 


x 


k^ 


-X 


mit  der  näheren  Bestimmung,  dass  r  positiv  sei.  Es  ist  dann  r  die 
Länge  des  von  der  Sonne   nach  dem  Planeten   zur  Zeit  /  gezogenen 

radius  vector  nnd  tp  ist  der  Winkel, 
den  dieser  mit  der  a:- Achse  bildet  und 
den  er  beschreibt,  wenn  er  aus  der 
Lage,  bei  der  er  mit  der  .r- Achse  zusam- 
menfällt, in  die  Lage,  die  er  zur  Zeit 
t  hat,  in  dem  Sinne  gedreht  wird,  in 
dem  die  rc-Achse  gedreht  werden  muss, 
um  nach  einer  Drehung  von  einem 
rechten  Winkel  in  die  y- Achse  zu  fallen.  Die  Achsen  der  x  und  y 
denken  wir  uns  so  gewählt,  dass  9  mit  der  Zeit  wächst. 

Die  doppelte  Fläche  eines  Dreiecks  ist  gleich  dem  Produkt  zweier 
Seiten  und  des  Sinus  des  eingeschlossenen  Winkels.  Ist  dieser  Win- 
kel unendlich  klein,  so  kann  er  selbst  für  seinen  Sinus  gesetzt  wer- 
den, vorausgesetzt,  dass  Einheit  des  Winkels  der  Winkel  von 

180° 

TT 

ist.  Diese  Einheit  führen  wir  ein  für  alle  mal  ein.  Die  doppelte 
Fläche  des  Dreiecks,  welches  der  radius  vector  des  Planeten  in  dem 
Zeitelement  dl  beschreibt,  ist  dann  r'^dxp]  wir  setzen 

r'^'dq)  =  cdi-^  9) 

nach  dem  ersten  Keplerschen  Gesetze  ist  dann  c  eine  Coustante,  und 
nach  der  Annahme,  die  wir  über  die  Lage  der  Coordinatenachsen 
gemacht  haben,  eine  positive.  Differentiirt  man  die  Gleichungen  8), 
so  erhält  man 

dx  ==  cos  q)  dr  —  r  sin  cp  dcp 

dy  =  sin  cp  dr  -\-  rcoscp  dcp] 

multiplicirt  man  diese  in  geeigneter  Weise  mit  den  Gleichungen  8) 
und  subtrahirt  sie  von  einander,  so  ergiebt  sich 

xdy  —  ydx  ==  7-'^d<p. 
Nach  9)  ist  daher: 


d,, 
dl 


y 


dl 


=  C, 


10) 


und  durch  Differentiation  dieser  Gleichunsf  erhält  man 


dhj 


V 


d^x 


0. 


dl"^        ^  dt'- 

Bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  5)  hat  man  daher 

X:Y  =  x:  y. 

Diese  Proportion  spricht  aus,   dass  die   auf  den  Planeten    wirkende 
Kraft  nach  der  Sonne  gerichtet  ist  oder  die  entgegengesetzte  Richtung 


§  (j.     iJeweguiig-  ciiifs  l'iiiiu'teii.  <J 

liai,  tlass,  wie  man  dieses  ausdrückt,  die  Kraft  eine  von  der  Somie 
ausgeliende  Auzieliungs-  oder  Abstossungs-Kraft  ist.  Ihr  zufolge  kann 
man  setzen 

r  r  ' 

dabei  ist  dann  der  absolute  Wertli  von  R  die  Grösse  der  Kraft,  und 
OS  ist  diese  eine  anziehende,  wenn  R  positiv,  eine  abstossende,  wenn 
R  negativ  ist.  Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx,  dy  und 
addirt  sie,  so  crgiebt  sich  bei  Rücksicht  darauf,  dass 

x^  -^  y-  =  r- 
also  xdx  -\-  ydy  ==  rdr  11) 

ist:  Ädx  +  Fdy  =  —  Rdr. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  nach  5) 

i-  ^  (C^f)'  +  ( J/)')   oder  i  d  C.-^), 

wenn  man  v  die  Geschwindigkeit  des  Planeten  nennt. 

Ferner  erhält  man  aus  den  Gleichungen  10)  und  1 1),  wenn  man 
diese,  nachdem  die  erste  mit  dt  multiplicirt  ist,  quadrirt  und  addirt, 


\dlj     ^  r^ 


Daraus  folgt : 

Diese  Gleichung  verbinden  wir  mit  einer,  die  aus  dem  ziveitcn  Kep- 
ler sehen  Gesetze  sich  ergiebt.  Es  sei  a  die  Hälfte  der  grossen  Axe, 
c  die  Excentricität  der  elliptischen  Bahn,  wobei  dann  a  und  e  posi- 
tive Grössen  sind  und  e  kleiner  als  1  ist.  Die  .x'- Achse  sei  die  grosse 
Achse  und  nach  dem  Perihel  gerichtet,  dem  Punkte  der  Bahn,  der 
der  Sonne  am  nächsten  ist.     Die  Gleichung  der  Bahn  ist  dann: 

(«  +  "«)'  +  r=^,  =  «■'• 

oder  r^  =  («  (1  —  e*)  —  cxy. 

Zieht  man  die  Wurzel  und  berücksichtigt,  dass  r  stets  positiv  ist,  so 
erhält  man  hieraus 

—  c')  —  ex.  13) 

r  ' 

und  mit  Hülfe  von  12) 


r  =  a{i 

Daraus  folgt 

d^^r                    d^x 
dl-'~         ^  dt^ 

oder  nach  13) 

dh'               (a 

10  Knstc  Vorlcbiiiig. 

Dieser  Ausdruck  von  //  ist  positiv;  daher  ist  die  auf  den  riaueten 
wirkende  Kraft  eine  von  der  Sonne  ausgehende  Anziehungskraft. 
Dieselbe  ist  ferner  dem  Quadrate  der  Entfernung  von  der  Sonne  um- 
gekehrt proportional. 

Wir  wollen  den  für  diese  Kraft  gefundenen  Ausdruck  dadurch 
umformen,  dass  wir  in  ihn  die  Umlaufszeit  des  Planeten  einführen. 
Wir  bezeichnen  dieselbe  durch  T.  Da  cdl  nach  0)  das  Doppelte  der 
Fläche  ist,  welche  der  radius  vector  des  Planeten  in  dem  Zeitelement 
(U  beschreibt,  so  ist  cT  das  Doppelte  der  Fläche,  welche  von  der 
elliptischen  Bahn  begrenzt  wird;  d.  h.  es  ist 

cT=d']/l  —  e:^2% 
und  daher  nach  14) 


Nach  dem  rt'r/V/t'w  Kepler  sehen  Gesetze  hat  aber  das  Verhältniss 
rt^  :  7'^  für  alle  Planeten  denselben  Werth;  es  folgt  daraus,  dass  für 
irgend  einen  Planeten 

ist,  wo  M  für  alle  Planeten  denselben  constanten  Werth  hat,  oder 
in  Worten :  dass  die  Sonne  alle  Planeten  mit  Kräften  anzieht,  die  den 
Quadraten  der  Entfernungen  von  ihr  umgekehrt  proportional  sind. 

Dieser  Satz  rührt  von  Newton  her.  Von  ihm  ausgehend  kann 
man  durch  eine  Rechnung,  die  den  umgekehrten  Weg  nimmt,  als 
diejenige,  die  wir  durchgeführt  haben,  die  Kepler'schen  Gesetze  ab- 
leiten. Er  ist  daher  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  dieselbe  Sache, 
als  diese  es  sind,  aber  ein  einfacherer.  Die  grössere  Einfachheit 
bildet  indessen  nicht  den  einzigen  und  auch  nicht  den  wichtigsten 
Vorzug,  welchen  der  Newton'sche  Satz  vor  den  Kepler'schen  Ge- 
setzen voraus  hat;  es  liegt  dieser  darin,  dass  der  Newton'sche  Satz 
seinen  Entdecker  zu  einem  Gesetze  leiten  konnte,  welches  allgemeiner 
und  genauer  ist,  als  er  selbst  und  die  Keplei''schen  Gesetze;  einem 
Gesetze,  welches  die  Bewegung  t/l/cr  Himmelskörper  in  so  weit,  als 
diese  als  materielle  Punkte  angesehen  werden  können  und  unsere 
Kenntnisse  reichen,  genau  darstellt. 

§  7. 

Um  dieses  Newton'sche  Gesetz  aussprechen  zu  können,  müssen 
wir  den  Begriff  der  Kraft  allgemeiner  fassen,  als  wir  es  bis  jetzt  ge- 
than  haben.  Die  Ausdrücke  Kraft  und  Be&clilcunlgimy  haben  wir  bis 
jetzt  als  ganz  gleichbedeutend  gebraucht;  nach  der  Verallgemeinerung 
des  Begriffs  der  Kraft,   die  wir  nun  eintreten  lassen  wollen,   werden 


§  7.     Zuüaimiicutfctzuug  vun  KriUlL'U.  1 1 

wir  das  nicht  mehr  tlürfen.  Bis  jetzt  mussten  wir  sagen:  es  wirkt 
auf  einen  Punkt  immer  eine  Kraft;  jetzt,  werden  Avir  uns  des  Aus- 
drucks bedienen:  es  wirken  auf  einen  Punkt  gleichzeitig  mehrere 
Kräfte,  oder  es  wirkt  auf  ihn  ein  Si/sfefn  von  Kräften.  Wir  werden 
dabei  eine  jede  Kraft,  gerade  wie  bisher,  durch  ihre  Componenten 
nach  den  Coordinatenachsen  bestimmen;  so  dass,  wenn  X^,  F, ,  Z, , 
X,,  J'o,  Z.,,  .  .  .  die  Componenten  von  Kräften  sind^  die  zusammen 
auf  den  Punkt  {x ,  y,  z)  wirken,  diese  Kräfte  der  Grösse  und  Rich- 
tung nach  übereinstimmen  mit  den  Linien,  die  vom  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  nach  de?i  Punkten  gezogen  sind,  welche  die  Coordi- 
naten  .V,,  Y^,  Z^,  A'2,  V^,  Z.^,  .  .  haben.  Der  Ausspruch,  dass  das 
bezeichnete  System  von  Kräften  auf  den  genannten  Punkt  wirkt,  soll 
gleichbedeutend  mit  dem  Ausspruche  sein,  dass  die  Bewegung  des 
letzteren  den  Gleichungen 

^^f  =  ^,  +  .v,  +  .. 

g=r, +  n  +  ..  15) 

^i=2,  +  ^.  +  .. 

gemäss  geschieht. 

Ein  System  von  Kräften,  welche  auf  einen  Punkt  wirken,  ist 
immer  gleichwerthig  mit  einer  einfachen  Kraft,  die  man  die  ResuUnnle 
des  Systemes  nennt.  Sind  X,  F,  Z  die  Componenten  nach  den  Coor- 
dinatenachsen der  Resultante  des  bezeichneten  Systemes,  so  hat  man 
nach  15)  und  5): 

Ä  =  Ä,  +  Ä,  +  .  . 

Z  =  Z,  +  Z2-f  ... 
Es  sind  dieses  die  Gleichungen,   welche,  wenn   das  System   nur   aus 
zwei  Kräften  besteht,    den  analytischen   Ausdruck    des   sogenannten 
Salzes  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  bilden. 

Es  ist  einleuchtend,  dass,  wenn  man  eine  bestimmte  Bewegung 
eines  Punktes  als  bedingt  durch  mehrere  Kräfte  ansieht,  diese  nicht 
einzeln  bestimmt  sind;  nur  die  Resultante  ist  bestimmt;  alle  Einzel- 
kräfte bis  auf  eine  können  beliebig  angenommen  und  diese  eine  kann 
dann  immer  so  gewählt  werden,  dass  die  Resultante  der  Beschleunigung 
gleich  wird.  Aus  der  Bewegung  allein  kann  die  Mechanik  nach 
unserer  Auffassung  die  Definitionen  der  Begriffe  schöpfen,  mit  denen 
sie  es  zu  thun  hat.  Es  folgt  daraus,  dass  nach  Einführung  von 
Kräftesystemen  an  Stelle  einfacher  Kräfte  die  Mechanik  ausser  Stande 
ist,  eine  vollständige  Definition  des  Begriffs  der  Kraft  zu  geben. 
Trotzdem  ist  diese  Einführung  von  der  höchsten  Wichtigkeit.  Es 
•beruht  das  darauf,  dass,  wie  die  Erfahrung  gezeigt  hat,  bei  den  natür- 


12  Krstc  Vorlesung. 

liehen  Bewegungen   sich  immer  sulche  Systeme  limlen  lassen,   deren 
Einzelkräfte  leichter  angegeben  werden  können,  als  ihre  Resultanten. 


Ein  Beispiel  hierfür  bietet  die  Bewegung  der  Himmelskörper. 
Es  seien  1,  2,  .  .  die  in  Betracht  kommenden  Körper,  fn^,  m^,  .  .  Con- 
stanten, welche  sich  auf  dieselben  beziehen,  r,2,  ^'13,  .  .  •  die  Entfer- 
ijungen  je  zweier  zur  Zeit  /;  ihre  Bewegungen  sind  dann  so,  dass 
sie  angesehen  werden  können  als  bedingt  durch  Kräfte,  mit  denen 
jeder  auf  alle  übrigen  wirkt,  der  Art,  dass  der  Körper  1  den  Körper  2 
mit  einer  Kraft  anzieht,  die 


ist.     Dieser  Satz  ist  das  Newton'sche  Gesetz. 

Wären  nur  3  Himmelskörper  vorhanden  und  kennzeichnen  wir 
die  Coordinaten  derselben  durch  die  Indices  1,  2,  3,  so  wären  hier- 
nach die  Differentialgleichungen  ihrer  Bewegung  diese: 

d^Xt  a,',,  —  cc,     ,  .v-,  —  j'i 

(Pyt ?/2  — .vt    I    ^^^    2/3  — .'/i 


=  ^2 

^'2  —  ^'1 
'•12' 

=  m.. 

?/2  —  .Vt 

=  m.y 

22  -  z, 

=  w/.. 

=  »':i 

?/3   —  ?/■> 

'■23* 

=  "h 

-3—    ^^2 
7»  3 

+  f"l 


df^ 

(PXz 

'dW 

TT/Z     —  ''  .)        r    •<        T^        1         ,•    -^ 
II'-  '23  '21 

d'^Z^ 

dfi 

d^x^ 
dl- 


-\-  m 


r2i' 

«"2  —  •'•3 

'32^^ 

7/2  —  >/3 

Zj  —  23 

a\  —  a\    , 

'31 
(i^vz ^  ;'/i  —  2/3   I   ,„ 

dt^  '       rg,^         ' 

d'^Zo  z,  —  r,      , 

dfi  1  rgl^*  I  2  ,,gj3 

Die  Aufgabe,  diese  Differentialgleichungen  zu  integriren,  wird  das 
Problem  der  drei  Körper  genannt.  Sie  ist  mit  Strenge  bis  jetzt  nicht 
gelöst.  Unser  Planetensystem  bietet  ein  noch  schwierigeres  Problem 
dar,  da  die  Zahl  der  Körper  in  ihm  grösser  als  3  ist.  Durch  Be- 
nutzung des  Umstandes,  dass  bei  jedem  Planeten  die  von  der  Sonne 
ausgehende  Kraft,  bei  jedem  Trabanten  die  von  seinem  Planeten  aus- 
gehende die  andern  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  weit  überwiegt,  haben 
die  Astronomen  trotzdem  sich  überzeugen  können,  dass  die  Be- 
wegungen in  unserm  Planetensystem  sehr  genau  dem  Newton'schen 
Gesetze  entsprechen. 


Zweite  Vorlesung. 

(Bewegung  eines  Punktes,  der  nicht  frei  ist.  Einfaches  Pendel.  Bewegung- 
eines Systemes  von  Punkten,  für  welches  ßedingungsgleichungen  gelten.  Masse 
eines  materiellen  Punktes.  Bewegende  Kraft.  Lagrange's  Grundgleichungen 
der  Mechanik.) 

§   1. 

Einen  wesentlichen  Nutzen  leistet  die  Einführung  eines  Systemes 
von  Kräften,  die  auf  einen  materiellen  Pu^kt  wirken,  an  Stelle  einei^ 
Kraft  auch  in  dem  Falle,  den  wir  nun  betrachten  wollen.  Der  Fall 
ist  der,  dass  man  von  vorn  herein  eine  Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  des  Punktes,  oder  eine  zwischen  diesen  und  der  Zeit 
kennt.  Das  findet  z.  B.  statt,  wenn  der  Punkt  in  eine  Schale  von 
bekannter  Gestalt  gelegt  ist  und  in  ihr  so  sich  bewegt,  dass  er  mit  ihr 
in  J3erührung  bleibt.  Euht  die  Schale,  so  ist  die  Gleichung  ihrer 
Oberfläche  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes; 
wird  die  Schale  in  bekannter  Weise  bewegt,  so  hat  man  eine  Glei- 
chung zwischen  diesen  Coordinaten  uncf  der  Zeit.  Wir  schreiben 
die  gedachte  Gleichung 

(p  {x,  y,  z,  t)  =  c,  1) 

oder  kürzer  cp  =  c,  indem  wir  durch  c  eine  Constante  bezeichnen. 
Dem  Sprachgebrauche  folgend,  nennen  wir  sie  eine  Bedingungs- 
(jleichung  und  sagen:  der  Punkt  ist  nicht  frei,  sondern  gezwungen^ 
dieser  Bedingung  gemäss  sich  zu  bewegen ;  wir  verbinden  mit  diesen 
Ausdrücken  aber  keine  andere  Vorstellung  als  die,  dass  die  Glei- 
chung 1)  thatsäddich  besteht. 

In  dem  genannten  Falle  stellen  wir  die  Bewegung  des  Punktes 
als  durch  zwei  Kräfte  bedingt  dar;  wir  setzen  nämlich 

Die  Componenten  <ler  ersten  Kraft,  X,  Y ,  Z ,  sollen  vollständig 
angegeben,  für  die  Componenten  der  zweiton,  X^,  F, ,  Zj,  aber  nur 
Ausdrücke  aufgestellt  werden,  die  noch  eine  unbekannte  Grösse,  die 


dcp 
dt 

-~0  cl. 

und  au  eil 

'']%  =  0   (1.  li. 
i/i- 

0  = 
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wir  A  nennen  wollen,  enthalten.  Durch  die  Bedingungsgleichnng 
liLs.st  sich  diese  bestimmen.  Aus  derselben  folgt  nümlich,  dass  für 
jeden  Werth  von  l 

0  cl.   h.   ^  ^+  1-^-  ^-U^^-L.  l^  _  0 
0 X  dl     ^      öy    dt    ^     dz  dt     ^     dt 

dcp  d'^x    ,    dcp  d^i/    idcp  rPz 

d~x  df^  "1     dy  dt'  ~^  dt  "dt^ 

a-^cp   (clxy     ,      d-^cp    /dy\2         d^cp    /dzy         d^         ,. 
^     dar   \dlj     ^      dy^    \dtj     ^    d-J"    \dt)     ^    dC-  ' 

j     Q     h"^  (p     dx  dy  _i     k-)   O^cfi     dy   dz  j^  q    S'qp    dz  dx 
'        dxdy   dt  dt  ~^  "  dycz  dt   dt  "'    "^  dzdx  dt  dt 

"'.      cJ.Tf^/;  r/<  "^      ^i^^/  rf^  "^       dt  dl  dt 

ist.     Substituirt  man  in  die   letzte  Gleichung  für  —  ^,     j[,  -^    ihre 

Werthe    aus  2),    so   erhält    man    eine    Gleichung,   welche    X   durch 

.r,  ?/,  z,  -^,  -/,  -^  und  /  auszudrücken  erlaubt.    Jede  von  den  Com- 

ponenten  X^,  Y^,  Z,  werden  wir  gleich  l,  multiplicirt  mit  einem  von 
X    unabhängigen    Factor,    setzen;    die    Gleichung    für    k   wird    dann 

linear,   es  wird  l  und  es  werden  X,  ¥,,  Z.,  also  auch  Vv,    -L  -i,-^ 

'         '  '  dt^     dt-      dl' 

eindeutig  und  als  endliche  Grössen  bestimmt,  vorausgesetzt,  dass  der 
Coefficient  von  A  in  der  genannten  Gleichung  nicht  verschwindet. 
Die  ganze  Bewegung  ist  daher  vollständig  bestimmt,  wenn  noch  die 
Anfangswerthe  der  Co'ordinaten  und  Geschwindigkeitscomponenten 
angegeben  sind.  Diesen  Schlüssen  liegt  die  Voraussetzung  mit  zu 
Grunde,  welche  im  §  4.  der  ersten  Vorlesung  über  die  Componenten 
einer  Kraft  ausgesprochen  ist  und  die  ausnahmslos  beibehalten  werden 
wird,    die  Voraussetzung,   dass    diese  Componenten  im  allgemeinsten 

dx     dy     dz  •     -,  .  , 

Falle  eindeutige  Functionen  von  x,  y,  z,  ~^ >  ^>  ^{^  *  sind.  Als 
solche  Functionen  sollen  Ä,  F,  Z  und  die  Factoren  von  A  in  Z, ,  Fj ,  Z^ 
angegeben  werden. 

Im  Uebrigen  können  die  zuletzt  genannten  Factoren  ganz  be- 
liebig gewählt  werden;  immer  ist  die  Beschreibung  der  Bewegung 
eine  vollständige.  Wir  wollen  aber  eine  ganz  specielle  Wahl  treften, 
nämlich 

Y  J^'P     V  j   ^'P       y    2    ^^ 

^1  —  '^  ä^'   ^'  ~^Ty'    ^'  —  '^  "ä7 

setzen,  wodurch  die  Gleichungen  2)  werden: 

cPx  V     \      1    ^^ 

lw=^^'^^d^ 

^  —  F  -I-  A  -^  4) 

de—  ^  ^  ^  dy  ^^ 
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d  t-  '  0  z 

Die  ZtvSckmässigkeil  dieser  Wahl  beruht  wesentlich  auf  einer 
Eigenschaft  der  Gleichungen  4),  die  sich  zeigt,  wenn  man  neben 
dem  Coordinatensystem  der  x,  y,  z  ein  zweites  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  einführt.  Das  wollen  wir  thun  und  auf  dieses  die  ge- 
strichenen Buchstaben  in  derselben  Weise  beziehen,  wie  es  in  der 
vorigen  Vorlesung  geschehen  ist. 

Im  §  4  der  ersten  Vorlesung  ist  von  einer  Kraft,  die  allein  auf 
einen  Punkt  wirkt,  bewiesen,  dass  sie  der  Grösse  und  Richtung  nach 
unabhängig  von  dem  Coordinatensysteme  ist.  Dass  eine  Kraft,  die 
mit  andern  zusammen  auf  einen  Punkt  wirkt,  dieselbe  Eigenschaft 
Ijesitzt,  kann  nicht  bewiesen  werden,  weil  dazu  die  von  einer  solchen 
Kraft  gegebene  Definition  nicht  ausreicht;  bei  der  Kraft,  deren  Com- 
ponenten  jetzt  X,  Y,  Z  genannt  sind,  dürfen  und  wollen  wir  aber 
diese  Eigenschaft  voraussetzen. 

Man  bezeichne  durch  (p'  die  Function  von  x',  y\  z,  i,  in  welche 
cp  übergeht,  wenn  man  hier  x,  y,  z  mit  Hülfe  der  Gleichungen  1) 
der  ersten  Vorlesung  durch  x,  y' ,  z    ausdrückt,  so  dass 

^'  =  ^ 

eine   mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen   identische  Gleichung  ist. 
I>n  aus  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  sich  ergiebt: 


ex 

dx 

= 

«1 

djj^ 

dx' 

:    «2 

dz  _ 

=  «3 

dx 

= 

^. 

dy 
dy 

■ßz 

dz 
dy'' 

=  ß. 

dz 
dz 

== 

Vi 

dy 

~dz 

--y-i 

dz 
dz"" 

=  r-3 , 

dcp' 
dx 

= 

CCp 

dx 

«1 

4- 

dq> 
dy 

«,+ 

1  ^- «. 

dz     •' 

rcp' 

cv 

= 

ftp 

C  X 

ß. 

+ 

dcp 
dy 

/3,+ 

dz  P-^ 

so  folgt  hieraus 


dz    —  dx    ^'  +  dy  ^2  i-  dz   ^3 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  4)  mit  «i,  a.,,  u.^  oder  ß^,  ß.,,  ß.. 
oder  y^,  y.^,  y.^  und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man  daher  und, 
weil  bei  den  gemachten  F'estsetzungen  die  Gleichungen  G)  und  7)  der 
ersten  Vorlesung  gelten: 

)Px'  ,.,     ,     j  dq)' 

dt^  =  "^  +  '^  ä^' 

'i'^y  V'  j-  1  ^^' 

-dF—  ^  '^  ^W 

^,\  =  Z'  +  A  1^'. 

dl^  '  dz 
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Diese  Gleichungen,  zu  welcher  nur  die  Gleichung 

(p'  =  c 
und  die  Angabe  des  Anfangsortes  und  der  Anfangsgeschwindigkeit 
hinzuzufügen  ist,  um  die  Bewegung  mit  Hülfe  des  zweiten  Coordi- 
natensystems  vollständig*  zu  bestimmen,  sind  von  derselben  Form  als 
die  Gleichungen  4).  Die  Eigenschaft,  welche  die  letzteren  hiernach 
auszeichnet  und  auf  welcher  wesentlich  ihre  Zweckmässigkeit  beruht, 
lässt  sich  so  aussprechen:  sie  gelten  für  ein  beliebiges  rechtwinkliges 
Coordinatensystem,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Kraft  {X,  Y,  Z) 
ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  unabhängig  von  dem  Coordinaten- 
system ist. 

Aus  den   Gleichungen   5)   folgt,    dass    X  ^,r~,    X  -^ ,   X  —    und 

X  ~, ,   X  >— ,    X  ~    die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  Bezug  auf 

zwei  Coordinatensysteme  sind,  die  einen  gemeinschaftlichen  Anfangs- 
punkt haben,  und  von  denen  die  Achsen  des  einen  parallel  denen 
der  X,  y,  z,  die  Achsen  des  anderen  parallel  denen  der  x\  y ,  z  sind. 
Nach  der  im  §  4.  aufgestellten  Definition  einer  Kraft,  die  durch  ihre 
Componenten  gegeben  ist,  und  der  Ausdehnung  dieser  Definition  auf 
eine  Kraft,  die  mit  andern  zugleich  auf  einen  Punkt  wirkt,  in  §  7. 
der    ersten    Vorlesung    folgt    hieraus    weiter,    dass    auch    die    Kraft 

{X~~.   A  ^-,    X -^\  ihrer   Grösse  und  Richtung  nach  unabhängig 

\    ox^        dy^        dz)  °  °  ^ 

von  dem  Coordinatensysteme  ist.  Ihre  Richtung  ist  senkrecht  auf 
der  Pläche,  die  bei  de?n  Werthe,  den  t  in  dem  betrachteten  Augen- 
blicke hat,  durch  die  Gleichung 

cp  =  c 
dargestellt  ist;  denn,  wenn  w  eine  Normale  dieser  Fläche  bezeichnet, 
die  durch  den  Punkt  (x,  y,  z)  geht,  so  ist  bekanntlich 

-^  :  ö-  :  -^  =  cos  (nx)  :  cos  (ny)  :  cos  (»  z); 
ox      oy     oz  ^      ^  \   '' '  \      /7 

ihre  Grösse  ist  der  absolute  Werth  von 


>-yw+w+^w- 


Wir  bezeichnen,  dem  Sprachgebrauche  gemäss,  diese  Kraft  als  eine 
Folge  davon,  dass  der  Punkt  gezwungen  ist,  der  Bedingung  cp  =  c 
entsprechend  sich  zu  bewegen,  ohne  dadurch  irgend  etwas  über  diese 
Kraft  oder  ihren  Ursprung  aussagen  zu  wollen. 

Noch  auf  eine  andere  Eigenschaft  der  Gleichungen  machen  wir 
aufmerksam;  darauf,  dass  sie,  wenn  die  Kraft  {X,  V,  Z)  eine  gegebene 
ist,  gültig  bleiben,  wenn  man  die  Form  der  Bedingungsgleichung  be- 
liebig ändert,  d.  h.  wenn  man  die  Gleichung  (p  =  c  ersetzt  durch 
die  Gleichung' 


dF 

dF  c(p     dF 

dF    dq> 

dF 

dx 

dtp  dx'   dy 

dcp   dy  ' 

dz 
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F=C, 
wo  F  eine   beliebige    Function   von  q) ,   und   C  den  Werth  bedeutet, 
den    diese    für   cp  ==  c    annimmt.     Statt    der    Gleichungen   4)    erhält 
lunu  diiun 

d^x        Y   ,     j  dF 
7^2  —  ^  -f  ^  -^ 

%-^^^Ty  ö) 

wo  L  eine  neue  unbekannte  Grösse  bedeutet,  die  aus  der  Gleichung 
//  =  c  oder,  was  dasselbe  ist,  aus  der  Gleichung  q)  =  c  zu  bestimmen 
ist.     Da  aber 

dF   dq> 

~d^  'dz' 

so  werden  die  Gleichungen  G)  identisch  mit  den  Gleichungen  4), 
wenn  man 

dtp 

macht. 

Um  die  Gleichungen  4)  und  die  Gleichung  <p  =  c  in  Worte  zu 
übersetzen,  werden  wir  sagen :  auf  den  betrachteten  materiellen  Punkt 
wirkt  die  Kraft,  deren  Componenten  X,  F,  Z  sind,  während  seine 
Bewegung  der  Bedingung  cp  =  c  unterworfen  ist. 

Nicht  unerwähnt  möge  bleiben,  dass  die  Gleichungen  4)  nicht 
die  einzigen  sind,  welche  die  beiden  Eigenschaften  haben,  die  für  sie 
nachgewiesen  sind:  zu  gelten  für  jedes  Coordinatensystem  und  jede 
Form  der  Bedingungsgleichung,  wenn  die  Kraft  (X  V,  Z)  der  Grösse 
und  Richtung  nach  gegeben  ist.  Dieselben  Eigenschaften  haben  die 
Gleichungen 


«r» 


'"■■^z+x  {^^  +  u %  j/0^  +  0'  +  f^y'^ , 


dl 


wenn   h  eine   Constante   oder  eine   beliebig  gegebene  Function   von 

/  ^r/7-^  "^  ^'^/^  "f"  ^Tt^  bedeutet.  Diese  Gleichungen  sind  wirklich 
wohl  geeignet,  wenn  sie  an  Stelle  der  Gleichungen  4)  gesetzt  werden, 
zur  Beschreibung  gewisser  Bewegungen  zu  dienen,  solcher  Bewegungen 
nämlich,  bei  denen,  wie  man  sagt,  eine  Reibung  sich  merklich  macht. 
W'w  halten  indessen  die  Gleichung  4)  fest. 

Kiiclihofi;    Mccliauik.  2 
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§  2. 

Die  im  vorigen  §  besprochene  Methode  wollen  wir  zur  Beschrei- 
bung der  Bewegung  eines  einfachen  Pendels  benutzen.  Es  besteht 
ein  solches  aus  einem  Körper,  der  als  ein  materieller  Punkt  betrachtet 
wird  und  der  an  einem  festen  Punkte  mit  Hülfe  eines  Fadens  auf- 
gehängt ist.  Der  Faden  wird  als  unausdehnbar  angenommen,  sein 
Einfluss  im  Uebrigen  vernachlässigt.  Wird  der  Körper  in  geeigneter 
Weise  in  Bewegung  gesetzt,  so  bewegt  er  sich  so,  dass  er  auf  der 
Kugelfläche  bleibt,  die  mit  der  Länge  des  Fadens  um  den  Auf- 
hängungspunkt beschrieben  ist.  Eine  solche  Bewegung  wird  voraus- 
gesetzt. Sind  ferner  noch  die  Annahmen  erfüllt,  die  bei  der  Unter- 
suchung eines  freien,  geworfenen  Körpers  im  §  5.  der  ersten  Vor- 
lesung ausgesprochen  sind,  so  ist  die  Bewegung  des  Pendelkörpers 
durch  die  Aussage  beschrieben,  dass  auf  ihn  die  Schwere  wirkt, 
während  er  gezwungen  ist  auf  der  genannten  Kugelfläche  zu  bleiben. 

Führt  man  ein  Co ordinaten System  ein,  dessen  Anfangspunkt  der 
Aufhängungspunkt,  dessen  z- Achse  vertical  abwärts  gerichtet  ist, 
und  nennt  /  die  Länge  des  Fadens,  so  ist  diese  Behauj)tung  durch 
die  folgenden  Gleichungen  ausgesprochen: 

^-  +  2/-  +  ^"^  =  i'- 
Aus  der  letzten  von  diesen  folgt 

X  dx  -\-  y  dij  -^  z  dz  =  0, 
und  daher  aus  den  3  ersten,   indem  man  sie  mit  dx,  dy^  dz  nnilti- 
plicirt,  addirt  und  integrirt: 

dx"  -f  dy"^  -\-  dz'^  =  (^Igz  -f  li)  df-,  9) 

wo  h  eine  willkührliche  Constante  bedeutet. 

Multiplicirt  man  die  beiden  ersten  der  Gleichungen  8)  mit  —  y  und 
-f-  x,  addirt  sie  und  integrirt,  so  erhält  man 

xdy  —  ydx  ^^  cdt,  10) 

wo  c  eine  zweite  willkührliche  Constante  ist. 

Nun  führe  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Polarcoor- 
dinaten  ein;  man  setze: 

x  =  l  sin  &  cos  ^^ 

y  =  1  sin  &•  sin  w  11) 

z  =  l  cos  -9-, 
woraus  folgt 
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dx  ==  l  cos  %•  cos  IV dO'  —  /  sin  'S-  sin  wdiv 
dy  =  l  cos  ■O'  sin  ivdif  -j-  l  sin  ^  cos  if;<?t^; 
dz  =^  —  l  sin^^^. 
Man  hat  daher 

^^y  —  yäx  =  l"^  sin^  d-dzv, 
lind  die  Gleichungen  9)  und  10)  werden: 

n  (^/^2  _|_  gij32  ^dw"^)  =  {2gl  cos  -^  4-  h)  df  12) 

/2  sin'^  Q'dw  ==  cdt. 
Hieraus  folgt 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  kann  man  d"  als  elliptische 
Function  von  i  ausdrücken.  Hat  man  &  gefunden,  so  ergiebt  sich 
tv  durch  nochmalige  Integration  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  12). 

Ist  c=0,  so  folgt  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  1 2)  ^^^  =  const. 
nach  11)  geschieht  die  Bewegung  dann  in  einer  verticalen  Ebene 
und  nach  der  ersten  der  Gleichungen  12)  ist 

(f)'=2fcosa+,4-  13) 

Je  nach  dem  Werthe  von  h  ist  die  durch  diese  Gleichung  darge- 
stellte Bewegung  der  Art,  dass  der  absolute  Werth  von  &•  mit  der 
Zeit  unbegrenzt  wächst,  oder  der  Art,  dass  0'  zwischen  einem  Mi- 
nimum und  einem  Maximum  hin  und  her  geht.  Wir  wollen  nur  den 
zweiten  Fall  verfolgen,  den  Fall,  dass  das  Pendel  Schivingungen  aus- 
führt.    Bezeichnen  wir   die  Amplitude  der   Schwingungen,   d.  h.  den 

grössten  Werth  von  ■9'   durch  a,  so  ist   -r-  =  0  für  %■  =  a^    also 

nach  13) : 

0  =   2    y    cos    K    -f"    72 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  13)  ab,  so  erhält  man 

('!/!)'  =  2  7  (^^^^•-'^^•'") 

=  4-^(sin2f -sin^f). 


Sot/.t  man 


sin  --  =  sm  —  sm  i^ , 


so  ergiebt  sich  hieraus 


1/   l  —  sm'   "  sin-  il) 

Ist  T  die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung,   so  findet  man  T,  in- 
dem  man   diese   Gleichung  von   &  =  —  cc  bis   d-  =  -{-  a,   d.  h.   von 
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ip  =  —  2^  ^^^  ^  =  +  2  integrirt ;   es  ist  also 


-fW: 


drp 


i»    y  1  —  sin*  —  sin*  ijj 
Ist  a  nur  klein,  so  ist  bei  Vernachlässigung  seiner  vierten  Potenz 


1 


da  ferner 

so  wird  dann 
oder  auch 


/' 


==  1  -f-  i  sin^  -  sin^  ^ ; 


sm*  —  sm*  ip 


/ 


sin^  i{^di{j  ==  ~, 


r==./^(l+  +  si„'^) 


Ist  a  unendlich  klein,  so  wird 

f         fl 

Der  Fall  unendlich  kleiner  Schwingungen  lässt  sich  auch  ohne 
die  Voraussetzung,  dass  sie  ebene  sind,  leicht  vollständig  behandeln. 
Wenn  die  Schwingungen,  d.  h.  wenn  x  und  y  unendlich  klein  sind,  so 
ist  es  auch  /  —  z;  und  zwar  ist  dieses  von  der  zweiten  Ordnung, 
wenn  jene  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  sind,  wie  aus  der 
vierten  der  Gleichungen  8)  hervorgeht.  Die  dritte  dieser  Gleichungen 
spricht  daher  aus,  dass  bis  auf  Grössen  der  zweiten  Ordnung 


^—         l 


ist,  und  die  beiden  ersten  geben: 

(W  l     '      dt''  l  ^' 

Die  allgemeinen  Integrale  dieser  Differentialgleichungen  sind: 

o;  =  «  sin  7/  y  t  -\-  d  cos  y  j  t 

y  =  bmn  j/^^-  t  +  b'  cos  j/ ^^  t, 

wo  a,  h,  «',  h'  willkührliche  Constanten  bedeuten.  Eliminirt  man 
aus  diesen  beiden  Gleichungen  /,  indem  ]«an  die  in  ihnen  vorkom- 
menden Sinus   und  Cosinus  berechnet  und  die-l^umme   der  Quadrate 
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der  gefuiideiien  Werthe  =  1  setzt,  so  findet  man  als  Gleicliimg 
der  Bahn  des  schweren  Punktes  die  Gleichung  einer  Ellipse.  Die 
Dauer  eines  Umlaufs  ist ,  wie  sich  aus  den  Ausdrücken  von  x  und  y 
ergiebt; 

r      ff 

§3. 

Wir  fassen  jetzt  den  allgemeinsten  Fall  ins  Auge,  der  in  der 
Mechanik  materieller  Punkte  zu  betrachten  ist.  Es  handle  sich  um 
ein  System  materieller  Punkte,  die  wir  1,  2,  ...  nennen  wollen. 
Die  Buchstaben  x,  y,  z  mit  den  Indices  1,  2,  ...  mögen  ihre  Coor- 
dinaten  zur  Zeit  t  bezeichnen.  Zwischen  diesen  und  der  Zeit  sollen 
von  vorn  herein  n  von  einander  unabhängige  Gleichungen  bekannt 
sein,  die  wir 

(p  =  c,     il)  =  e,  .  .  14) 

schreiben,  indem  wir  unter  (p,  ^,  .  .  Functionen  der  sämmtlichen 
Coordinaten  und  der  Zeit,  unter  c,  e,  .  .  Constanten  verstehen.  Den 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  der  Punkte  wollen  wir  eine 
Form  geben,  die  der  Form  entspricht,  in  der  wir  im  §  1,  die  Dif- 
ferentialgleichungen der  Bewegung  eines  Punktes,  der  einer  Be- 
dingung unterworfen  ist,  aufgestellt  haben.  Die  Bewegung  eines 
jeden  Punktes  stellen  wir  als  durch  n  -\-  \  Kräfte  bedingt  dar;  von 
den  sämmtlichen  in  Betracht  kommenden  Kräften  soll  für  jeden 
Punkt  eine  vollständig  angegeben,  für  die  übrigen  sollen  Ausdrücke 
aufgestellt  werden,  die  zusammen  n  unbekannte  Grössen  enthalten. 
Wir  setzen  nämlich 

fPih  ^^  Y     \     ^_  ^iP,    1    (^   ^JL  _j_ 

1,7^  =  ^1  +  ,^  äi;  +  ^  är;  +  •  •  ^^) 

d^X2 Y    _4_  -A    ^'P   _i     i"    ^t.     I 

lil^  '    -      '^  1112  3^2  '«2   ^-^'a 


X, ,  Y^,Z^,  X^,  Y^,  .  .  sind  hier  die  Componenten  der  Kräfte,  die 
in  jedem  Falle,  auf  den  die  Gleichungen  angewendet  werden,  voll- 
ständig angegeben  werden  sollen  als  Functionen  der  Coordinaten  und 
Geschwindigkeitscomponenten  der  Punkte  und  der  Zeit;  ;w,,  m^,  .  . 
positive  Constanten,  die  gleichfalls  angegeben  Averden  sollen ;  A,  ft,  .  . 
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die  n  Unbekannten,  die  ihre  eindeutige  Bestimmung  Jindcn  durch 
die  n,  in  Bezug  auf  sie  linearen,  Gleichungen 

fl'^ (\    fPjP^  n 

dt^  ■~^'    dfi  ~~^''  '  •' 

die  nach  dem  Muster  der  Gleichung  3)  zu  eritwickeln  sind. 

Die  Gleichungen  15)  gelten  für  jedes  rechtwinklige  Coordinaten- 
system,  wenn  man  festsetzt,  was  wir  thun  wollen,  dass  die  Kräfte 
(Xj,  F^,  Zj),  (JTjj  -^i?  ^2)}  •  •  '^^^  Grösse  und  Richtung  nach  von 
dem  Coordinatensysteme  unabhängig  sind.  Der  Beweis  hierfür  ist  in 
derselben  Weise  zu  führen,  wie  die  entsprechende  Thatsache  in  §  1. 
bewiesen  ist,  dadurch,  dass  die  Gleichungen,  die  auf  jeden  Punkt  des 
Systemes  sich  beziehn,  mit  «1,  a^,  a^  oder  /3j,  ß.-,,  ß^  oder  y, ,  ^j»  T-a 
multiplicirt  und  jedesmal  addirt  werden. 

Die  Gleichungen  15)  gelten  auch  für  jede  Form  der  Bedingungs- 
gleichungen, mit  welchem  Namen  wir  wieder  die  Gleichungen  14) 
belegen;   d.   h.   sie  gelten  auch,   wenn   man  diese   ersetzt  durch  die 

Gleichungen 

F=C,  G  =  E,  .  . 

wo  F,  G,  .  .  n  von  einander  unabhängige  Functionen  von  cp,  ip,  .  ,, 
und  C,  E,  .  .  die  constanten  Werthe  bedeuten,  die  sie  annehmen  für 
cp  =  c,  ip  =  e^  ...  Für  die  Grössen  A,  ft,  .  .  hat  man  dann  nur 
andere  zu  setzen,  die  Z,  M ,  .  .  genannt  werden  m()gen  und  die  aus 
den  Gleichungen 

A  =  z  1"^  +  yy  1^  +  .  .  . 

^  =  ^^  g^  +  ^^  a./,  +  •  •  • 

zu  bestimmen  sind.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  leuchtet  ein, 
wenn  man  erwägt,  dass,  wenn  x  irgend  eine  der  Grössen  x*, ,  y, ,  z^, 
x.>,  1/2,  •  '  •  bedeutet, 

dj^  ^dF  d^    .    dF  cjp    , 

dG ^  dG  dv    ,SG  dilJ    , 

dx       dcp  dx    '    difj  dx  T  •  '  • 

also,  wenn  die  Gleichungen  16)  erfüllt  sind: 

dx    '         dx   '  dx    '    ^  dx   ^ 

ist. 

Wir  bemerken,   dass  die  Geltung  der  Gleichungen  15)  für  jedes 
Coordinatensystem   oder  für   jede  Form   der   ßedingungsgleichungen 

aufhören  würde,  wenn  statt  des  gleichen  Factors  — ,  der  in  den  auf 
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den  ersten  Punkt  bezüglichen  Gleichungen  vorkommt,  verschiedene 
Factoren  in  einer  Verticalreihe  oder  in  einer  Horizontalreihe  gewählt 
wären.  Auf  der  Hand  liegt  übrigens,  dass  die  Gleichungen  15)  nicht 
die  einzigen  sind,  die  die  eben  bewiesenen  Eigenschaften  besitzen; 
nach  dem  Muster  der  Gleichungen  7)  kann  man  leicht  solche  bilden, 
die  sie  auch  haben;  und  die  Gleichungen  15)  verlieren  sie  auch  nicht, 
wenn  man  die  Grössen  w, ,  m.y^  .  .  nicht  als  constant,  sondern  als 
beliebig  veränderlich  annimmt.  Durch  eine  solche  Verallgemeinerunf 
der  in  Rede  stehenden  Gleichungen  würde  man  aber,  der  Erfahrung 
zufolge,  für  die  Einfachheit  der  Beschreibung  der  natürlichen  Bewe- 
gungen nichts  gewinnen. 

Die  Grössen  m^,  m^,  .  .  nennen  wir  die  Massen  der  materiellen 
Punkte  1,  2,  .  . 

Mit  der  Form  der  Gleichungen  15)  und  der  Bezeichnung  nehmen 
wir  noch  eine  Veränderung  vor.  Durch  Multiplication  mit  m^,  m^,  .  . 
schaffen  wir  die  in  ihnen  vorkommenden  Nenner  fort;  es  treten  dann 
die  Produkte  m^X^,  m^l\,  m^Z^,  m-^X^,  m^V^,  .  .  auf;  diese  Pro- 
dukte sollen  mm  durch  .Yj,  Y^,  Z^,  X^,  Y-i,  .  .  selbst  bezeichnet  und 
die  Componenten  nach  den  Coordinatenachsen  der  beivegenden  Kräfte 
genannt  werden,  die  auf  die  Massen  m^,  m.^,  .  .  oder  die  materiellen 
Punkte  1,2,..  wirken,  üeber  den  Begriff  einer  bewegenden  Kraft, 
den  wir  hiermit  einführen,  können  wir  Folgendes  sagen:  eine  bewe- 
gende Kraft  entspricht  immer  einer  beschleunigenden;  ihr  kommt 
wie  dieser  eine  gewisse  Grösse  und  eine  gewisse  Richtung  zu;  die 
Richtungen  beider  stimmen  überein;  die  Grösse  der  bewegenden  Kraft 
ist  gleich  der  Grösse  der  beschleunigenden,  multiplicirt  mit  der  Masse, 
auf  die  sie  wirkt;  bewegende  Kräfte,  die  gleichzeitig  auf  einen  Punkt 
wirken,  setzen  sich  gerade  so  zusammen,  wie  beschleunigende.  Es  ist 
bisher  ausschliesslich  von  beschleunigenden  Kräften  die  Rede  gewe- 
sen; es  wird  von  jetzt  an  ausschliesslich  von  bewegenden  Kräften  die 
Rede  sein  und  der  Kürze  wegen  das  Beiwort  beivegend  fortgelassen 
werden. 

Wenn  wir  sagen,  dass  auf  ein  System  von  Punkten,  deren  Massen 
w,,  7)1.,,  .  .  sind,  und  für  welche  die  Bedingungen  cp  =  c,  ip  =  e,  .  . 
Ijestehen,  Kräfte  wirken,  deren  Componenten  X^,  1\,  Z^,  X^,  ^j?  •  • 
sind,  so  soll  dadurch  hiernach  ausgedrückt  sein,  dass  die  Bewegung 
der  Punkte  den  folgenden  Gleichungen  gemäss  geschieht: 

«.  rf^'  =  ^.  +  ^  &,  +  f »:,.-  +  • 
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cp  =  c,  tl)  =  e,  .   .  . 

Es  sind  dieses  die  Grundgleichungen  der  Mechanik  materieller  Punkte, 
die  zuerst  von  Lagrange  in  seiner  analytischen  Mechanik  aufge- 
stellt sind. 

Die   Grössen  A  „  ^  ,  A   .,  - ,  A  -^-^    sind    die    Componenten    einer 

Kraft,  die  auf  den  Punkt  1  wirkt;  der  Grösse  und  Richtung  nach 
ist  dieselbe  von  dem  benutzten  Coordinatensysteme  unabhängig,  wie 
aus  einer  Betrachtung  hervorgeht,  die  genau  mit  einer  im  §  1.  ange- 
stellten übereinstimmt.  Man  bezeichnet  sie  als  eine  Folge  davon, 
dass  der  Punkt  1  gezwungen  ist,  sich  der  Bedingung  (p  =  c  gemäss 
zu  bewegen.     Es  sei,  um  ein  naheliegendes  Beispiel  zu  betrachten, 

9^  =  i  ((^1  ~  •'^2)'  +  (yi  -  2/2)'  +  (2^1  —  ^2^'). 

wodurch  ausgedrückt  ist,  dass  die  Punkte  1  und  2  mit  einander  fest 
verbunden  sind.  In  Folge  dieser  Verbindung  wirken  dann,  wie  man 
sagt,  auf  die  Punkte  1  und  2  Kräfte,  deren  Componenten 

A  (a^i  —  .To).   ^  {Vy  —  y->)'   ^  (^1  —  ^2) 
und  A  {x^  —  x^),    A  (y^  —  y,),    A  {z^  —  z^) 

sind,  Kräfte  also,  die  dieselbe  Grösse  haben,  und  deren  Richtungen 
die  beiden  Richtungen  der  Verbindungslinie  von  1  und  2  sind. 

Die  Gleichungen  17)  beziehen  sich  auf  den  allgemeinsten  Fall, 
der  in  der  Mechanik  materieller  Punkte  zu  betrachten  ist;  die  Kräfte, 
deren  Componenten  in  ihnen  vorkommen,  haben  sämmtlich  die  Eigen- 
schaft, der  Grösse  und  Richtung  nach  unabhängig  von  dem  Coordi- 
natensysteme zu  sein,  das  man  benutzt.  Wir  können  daher  diese 
Eigenschaft  allen  Kräften  zuschreiben,  mit  welchen  wir  es  hier  zu 
thun  haben. 


Dritte  Vorlesung. 

(Das  tVAlembeifsche  Princip.  Arbeit.  Das  Hamiltou'scbe  Princip.  Poten- 
tial oder  Kräftefunction.  Gleicbgewicht.  Das  Princip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen.) 

§   1. 

Die  in  der  vorigen  Vorlesung  für  die  Bewegung  eines  Systemes 
materieller  Punkte  aufgestellten  Differentialgleichungen  17)  setzen  die 
Einführung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes ,  welches  belie- 
big gewählt  sein  kann,  voraus.  Dieselben  lassen  sich,  wie  nun  ge- 
zeigt werden  soll,  auf  eine  Form  bringen,  bei  welcher  eine  Beziehung 
auf  ein  Coordinatensystem  gar  nicht  vorkommt. 

Wir  fassen  die  Lage  der  Punkte  ins  Auge,  die  einem  bestimm- 
ten Werthe  von  t  entspricht,  und  denken  uns  die  Punkte  aus  dieser 
unendlich  wenig  verschoben.  Dabei  mögen  die  Coordinaten  x^,  y^,  z,, 
x.^f  y.^,  .  .  resp.  um  da;j,  8y^,  8zy,  dx.,,  öy.,,  .  .  wachsen.  Diese 
Co?npone7}ten  der  Verrückungen  sollen,  ausser  dem  dass  sie  unendlich 
klein  sind,  nur  (ler  Bedingung  genügen,  dass  sie  mit  den  Bedingungs- 
gleichungeu  q)  =  c,  tjj  =  e,  .  .  vereinbar  sind  5  damit  ist  gemeint,  dass 
sie  den  Gleichungen 

genügen,  in  denen  x  irgend  eine  der  Grössen  x, ,  ?/j,  Zj,  x.2,  y2,  •  • 
bedeutet,  und  das  Zeichen  ZI  andeutet,  dass  die  Summe  in  Bezug  auf 
alle  diese  zu  nehmen  ist.  Solche  Verrückungen  nennt  man  virtuelle 
im  Gegensatze  zu  den  wirklichen,  actuellen,  die  in  einem  Zeitelemente 
dt  statt  finden.  Es  möge  hervorgehoben  werden,  dass  hierbei  keines- 
wegs der  Fall  ausgeschlossen  ist,  dass  die  Zeit  in  den  Bedingungs- 
gleichungen  cp  =  c,  tp  =  e,  .  .  vorkommt,  in  welchem  Falle  der  Aus- 
druck die  Verrückungen  sollen  mit  diesen  Gleichungen  vereinbar  sein  an 
sich  keine  bestimmte  Bedeutung  hat;  seine  Bedeutung  wird  dann  erst 
festgesetzt  durch  die  Gleichungen  1).  Virtuelle  Verrückungen  sind 
dann  solche,  welche  den  Bedingungsgleichungen  gemäss  sind,  wenn 
die  Zeit  in  diesen  als  constant  betrachtet  wird.  Ist  z.  B.  ein  Punkt 
gezwungen  auf  einer  Kugelfläche  zu  bleiben,  die  mit  gegebener  Ge- 
schwindigkeit fortschreitet,  so  ist  eine  virtuelle  Verrückung  des  Punktes 
eine  solche,  die  ihn  auf  der  ruhenden  Kugel  fortführen  würde. 
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Multiplicirt  man  die  Differentialgleichungen  17)  der  vorigen  Ver- 
lesung mit  dx^,  8y^,  dz^,  öx^,  dy,,,  .  .  und  addirt  sie,  so  erhält 
man  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1): 

^  =  ^(^  -^^-^)^^+(.^Jti-n^l/  +  {^n  ^;-  Z)  öz,      2) 

wo  die  Summe  in  Bezug  auf  alle  Punkte  zu  nehmen  ist.  Diese  Glei- 
chung ist,  wenn  man  hinzufügt,  dass  sie  für  al/e  virtuellen  Verrückun- 
gen gelten  soll,  ganz  gleichbedeutend  mit  jenen  Differentialgleichun- 
gen 17).  Wir  haben  sie  aus  jenen  hergeleitet;  es  lassen  sich  auch 
jene  aus  ihr  herleiten,  d.  h.  es  lässt  sich  zeigen,  dass  es  Grössen 
A,  ft,  .  .  giebt,  die  die  Gleichungen  17)  erfüllen,  wenn  die  Gleichung  2) 
für  alle  Werthe  der  öx  besteht,  die  den  Gleichungen  1)  genügen.  Es 
geschieht  das  durch  eine  Betrachtung,  die  der  Theorie  der  linearen 
Functionen  angehört. 

Der  durch  die  Gleichung  2)  ausgesprochene  Satz  heisst  das  d" Alcm- 
bert'sche  Princip. 

§2. 
Wir  wollen  die  Gleichung  2)  noch  umgestalten. 
Den  Werth  von 

X8x  +  Y8y  +  Z8z 

nennt  man  die  Arbeit  der  Kraft  {X,  Y,  Z)  für  die  Verrückung  {öx,  dy,  dz) 
ihres  Angriffspunktes;  dieselbe  ist,  wie  man  sieht,  wenn  man  die  Grösse 
der  Kraft  und  die  Grösse  der  Verrückung  einführt,  gleich  dem  Pro- 
dukte dieser  beiden  und  dem  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Richtun- 
gen beider  mit  einander  bilden.  Sie  ist  unabhängig  von  dem  Coor- 
dinatensystem  und  ist  positiv  oder  negativ,  je  nach  dem  Vorzeichen 
des  genannten  Cosinus.  Hat  man  ein  System  von  Kräften,  die  auf 
verschiedene  Punkte  wirken  oder  denselben  Angriffspunkt  haben,  so 
nennt  man  die  in  Bezug  auf  sie  genommene  Summe 

^{Ädx-j-  Fdy  -{-  Z8z) 

die  Arbeit  des  Systemes  für  die  gedachten  Verrückungen.  Haben  die 
Kräfte  denselben  Angriffspunkt,  so  ist  ihre  Arbeit  gleich  der  Arbeit 
ihrer  Resultante,  da  die  Componenten  nach  den  Coordinatenachsen 
der  Resultante  gleich  den  Summen  der  entsprechenden  Componenten 
der  Einzelkräfte  sind. 

§3. 

In  der  Gleichung  2)  wollen  wir 

V  (Ädx  +  Fdy  +  Zdz)  =  ü'  3) 

setzen,  also  mit  V  die  Arbeit  der  Kräfte  {X,  F,  Z)  für  die  gedach- 
ten Verrückungen  bezeichnen. 
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Die  Grössen  .r,  y,  z  sind  Functionen  der  Zeit ;  auch  die  Grössen 
öx,  dij,  dz  können  und  wollen  wir  als  Functionen  der  Zeit  ansehn, 
tue  Jiur  unendlich  klein  sein  und  den  Bedingungen  1)  genügen  müssen. 
Mau  hat  dann 


ß  d     ( dx    jf    \  dx   dSx 

dt    ydl  J  dt      dt  ^J 

Wenn  bei  gleich  bleibendem  Werthe  von  t  sich  x  um  dx  äiulert,  so 

dx 
dJ 


ändert  sich  auch  -j  5  wir  werden  den  Zuwachs,  den  es  erfahrt,  durch 


d  ',''-  bezeichnen.     Aus  dieser  Definition  folgt 

dl  o 

^^  dx d{x  -\-  Sx)  dx  dSx 

dJ  dt  rfT  dt ' 

Es  ist  daher 


dx    ddx 
dt     'dl 


dx  i  dx       -i .  1  ,     s,  /dx\'^ 


wenn  allgemein  durch  Vorsetzen  des  Zeichens  d  die  Aenderung  be- 
zeichnet wird,  die  der  dahinter  stehende  Ausdruck  dadurch  erleidet, 
dass  X,  y,  z  um  8x,  8y,  dz  geändert  werden.  Die  Gleichung  4)  ist 
hiernach : 

d^x  s,  d    (dx    o    \  ,    «,  (dx\~ 

■di^^'^-di\dt^'^)-^^\:di)  ■ 

Füi-  X  Ivann  hier  auch  y  oder  z  gesetzt  werden.  Da  ferner,  wenn 
man  die  durch  das  Zeichen  d  bezeichneten  Aenderungen  Variationen 
nennt,  die  Variation  einer  Summe  gleich  der  Summe  der  Variationen 
ihrer  Theile  ist,  so  folgt  hieraus 


2 


m 


-ä2'^(CT/+(^;)'+(;;:f).ö) 

Die  in  dem  letzten  Gliede  dieser  Gleichung  vorkommende  Summe 
nennen  wir  die  lebendir/e  Kraft  des  Systems  und  bezeichnen  sie  durch 
T;  es  ist  dann 

T=^i:mv'^,  6) 

wenn  v  die  Geschwindigkeit  bedeutet.  Hiernach  und  nach  der  Glei- 
chung 3)  wird  die  Gleichung  2): 


V 


dt  ^  ^  i$t  ^^  +  If  ^y  +  %  ^-)-^T^  ^r.  7) 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  enthält  keine  Beziehung  auf  ein 
Coordinatensystem  und  auch  die  linke  enthält  eine  solche  nur  schein- 
bar, da 

dx   ix        I     dy    r>        t     ^=  * 

zrr  ^^  -T  -T7  oy  -\-  ,,  oz 

dt  '     dt       ^     *     dt 
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das  Produkt  aus  der  Geschwindigkeit  v  in  die  Verrückung  (dx,  Öy,  Öz) 
und  den  Cosinus  des  Winkels  ist,  den  die  Richtungen  beider  mit 
einander  bilden. 

Mit  der  Gleichung  7)  nehmen  wir  endlich  nun  noch  die  Aenderung 
vor,  dass  wir  sie  mit  d(  multipliciren  und  integriren  zwischen  2  be- 
liebig zu  wählenden  Werthen  von  t,  die  wir  ;„  und  ^j  nennen  wol- 
len.    Wir  erhalten  dann 

[2 "  (S  ^-^  +  f'  *y  +  %  ^')]  =  f'"  (*^ + ^')'    «) 

WO  das  Zeichen  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  die  Dif- 
ferenz der  Werthe  bedeutet,  die  der  in  den  eckigen  Klammern  stehende 
Ausdruck  für  t  ==  t^  und  t  =  ?„  annimmt.  Nun  wollen  wir  den  Va- 
riationen öx,  dy,  dz  die  neue  Beschränkung  auflegen,  dass  sie  sämmt- 
lich  für  /  =  /j  und  t  =  t^  verschwinden ;  dann  wird 


0 


=    r  dt  (d  T  -f  U').  0) 


Der  Satz,  dass  diese  Gleichung  gelten  muss  für  alle  unendlich  kleiiicu 
Variationen  der  Oerter  der  Punkte,  welche  mit  den  Bedingungen 
verträglich  sind,  denen  die  Bewegung  unterworfen  ist,  und  welche 
für  t  =  t(^  und  t  =  t^  verschwinden,  heisst  das  Hamilton  sehe  Princip. 
Wir  haben  dasselbe  aus  dem  d'Alembert'schen  Principe,  d.  h.  aus  der 
Gleichung  2)  abgeleitet-,  überzeugen  wir  uns  nun,  dass  auch  das  Um- 
gekehrte möglich  ist. 

Bei  Benutzung  der  in  3)  und  6)  gegebenen  Definitionen  und  der 
identischen  Gleichung  5)  wird  die  Gleichung  9): 

0  =  jdt^{m  "^  -  X)  da;  +  (m  g  -  r)  ^y  +  m  {§^  -  Z)  dz. 

Erwägt  man  nun,  daSs  die  Werthe  der  dx,  dy,  dz  für  alle  Zeit- 
elemente bis  auf  eines,  die  in  dem  Intervall  von  t  =  ti^  bis  i  =  t^  lie- 
gen, =  0  angenommen,  in  diesem  einen  aber  beliebigen  virtuellen 
Verrückungen  gleichgesetzt  werden  können,  so  sieht  man  ein,  dass 
für  dieses  eine  Zeitelement  die  Gleichung  2)  bestehen  muss;  sie  muss 
immer  bestehen,  da  das  Zeitelement  beliebig  gewählt  werden  kann. 

Das  Hamilton'sche  Princip,  das  d'Alembert'sche  und  die  Lagrange'- 
schen  Diflerentialgleichungen  (die  Gleichungen  17)  der  vorigen  Vor- 
lesung) sind  daher  vollkommen  gleichbedeutend. 

§4. 
Der  grosse  Nutzen,  den  das  Hamilton'sche  Princip  gewährt,  ))e- 
ruht  darauf,  dass  man  mit  seiner  Hülfe- in  die  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  eines  Systemes  materieller  Punkte  statt  der^'echtwin- 
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kligeu  Cüordinaten  andere  Variable  verhältnissmässig  leicht  ein- 
führen kann. 

Es  seien  />,,  p.,,  .  .  irgend  welche  Grössen,  die  die  üerter  der 
t*iinkte  bestimmen;  durch  welche,  mit  andern  Worten,  die  sämmt- 
lichen  x,  ij,  z  ohne  Hinzuziehung  anderer  Variabein  ausdrückbar  sind. 
Ist  X  eine  der  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  der  Punkte,  so  ist  dann 

dx dx   dpi    1^  dx   dp2    1^ 

dT       Wpi  '7lJ  "i    d}}2  dt    ' 

und  dx  =  1^  dp,  +^Jp^^  .   , 

wo  die  Differentialquotienten  ^- ,  t,-^  ,  .  .  als  Functionen  Yon  Pi^p^,  .  . 

zu  denken  sind.  Die  Kräfte omponenten  Ä,  Y,  Z,  die  in  dem  in  3) 
für  U'  gegebenen  Ausdrucke  vorkommen  und  im  Allgemeinen  Functio- 
nen der  Grössen  x,  -^  und  t  sind,  werden  daher,  bei  Einführung  der 

p,  Functionen  der  Grössen  p,  -—  und  i\  U'  selbst  also  eine  lineare 
homogene  Function  der  8p,  deren  Coefficienten  von  den  p,  y  und 
t  abhängen.  Ferner  wird  T  eine  homogene  Function  zweiten  Grades 
der  ~\r- ,  deren  Coefficienten   von  den  p  abhängen ;  d  T  also   eine   ho- 

dt  '  i  o       / 

raogene  lineare  Function  der  Grössen  dp  und  d  ~  (oder,  was  das- 
selbe ist,  '-r-^),  deren  Coefficienten  die  Grössen  p  und  -^    enthalten, 
^     dl  f^  dt 

Es  ist  hiernach  dT  -\-  U'  von  der  Form 

yfpsp  +  Q^^),  10) 


^  V    '   '  ^  ät 

wo  die  Summe  in  Bezug  auf  alle  dp  zu  nehmen  ist,  und  wo  /'  nntl 

0  abhängig  sind  von  den  Grössen  p,  -^  und  t. 

Die  Grössen  p  brauchen  nicht  unabhängig  von  einander  zu  sein; 
es  können  zwischen  ihnen  und  der  Zeit  Bedingungsgleichungen  be- 
stehen. Die  Gleichung  9)  soll  dann  nur  erfüllt  werden  für  virtuelle 
Variationen  dp,  d.  h.  für  solche,  die  diesen  Bedingungsgleichungeu 
entsprechen,  wenn  in  ihnen  die  Zeit  als  constant  betrachtet  wird. 
Diese  dp  lassen  sich  darstellen  als  lineare  homogene  Functionen  von 
von  einander  unabhängigen,  unendlich  kleinen  Grössen,  die  £j,  s^,  ,  . 
genannt  werden  mögen,  und  deren  Anzahl  gleich  ist  der  Differenz  der 
Anzahl  der  Grössen  p  und  der  Anzahl  der  zwischen  diesen  bestehen- 
den Bedingungsgleichungen ;  die  Coefficienten  der  Grössen  s  in  die- 
sen  Functionen  hängen  ab  von  den  Grössen  p  und  der  Zeit.  Dift'eren- 
tiirt  man  die  Gleichungen,  welche  die  Grössen  dp  in  der  gedachten  Weise 

darstellen,  nach  /,  so  erhält  man  für  die  Grössen  -— -    lineare    homo- 

'  '  ti  t 
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gene  Functionen   der  Grössen  £  und  ~ ,   deren  Coefficienten   die  p, 

,|  und  /  enthalten.    Die  Folge  davon  ist,  dass  der  in  10)  für  d'f  -\-  V 
aufgestellte  Ausdruck 

wird,  wo  die  Summe  in  Bezug  auf  alle  f  zu  nehmen  ist  und  die 
Grössen  R  und  -S  von  den  p,  ^  und  von  t  ahhüngen.  Nach  9)  muss 
daher 

für  beliebige  unendlich  kleine  £  sein,  die  nur  der  Bedingung  genügen, 
für  i  =  /„  und  =  t^  zu  verschwinden.     Es  ist  aber 

und  daher  die  Gleichung  11) 


£. 


Da  nun  die  Grössen  b  ganz  beliebig  gewählt  werden  können,  abge- 
sehen davon,  dass  sie  für  die  Grenzen  des  Integrales  verschwinden 
sollen,  so  folgt  hieraus  durch  eine  Schlussweise,  wie  sie  bei  der  Ab- 
leitung des  d'Alembert'schen  Principes  aus  dem  Hamilton'schen  ange- 
wandt wurde,  dass  der  Coefficient  eines  jeden  s  verschwinden  muss, 
dass  also  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  die  Gleichungen 

dt 


sind. 


5. 


In  einem  Falle,  der  oft  sich  der  Betrachtung  darbietet,  lässt  die 
Gleichung  9),  die  das  Hamilton'sche  Princip  ausspricht,  sich  noch 
auf  eine  etwas  einfachere  Form  bringen.  Der  Fall  ist  der,  dass  die 
durch  die  Gleichung  3)  definirte  Arbeit  U'  gleich  det,  der  gedachten 
Verrückung  entsprechenden  Variation  einer  Function  der  Grössen, 
welche  die  Lagen  der  Punkte  bestimmen,  und  der  Zeit  ist.  Eine 
solche  Function,  wenn  sie  existirt,  heisst  das  Potential  der  Kräfte 
oder  auch  die  Kräftefunction.     Bezeichnen  wir  sie  mit  U,  so  ist  also 

Ü'  =  8U  12) 

nnd  die  Gleichung  9)  lässt  sich  schreiben 
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% 
O^d       ät{T^U).  13) 

Nennt  man  das  Integral^  dessen  Variation  hiernach  verschwinden  soll, 
ß,  so  ist  diese  Gleichung  eine  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass 
ß  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist.  Ist  x  eine  der  rechtwink- 
ligen Coordinaten  eines  der  Punkte,  und  wäre  ö  Sl  nicht  Null  für  ein 
»System  virtueller  Variationen  dx,  so  erhielte  man  aus  diesem  durch 
Umkehrung  aller  Vorzeichen  ein  zweites  System  virtueller  Variationen, 
und  zwar  eines,  für  welches  d'ü  den  dem  früheren  entgegengesetzten 
^Verth  hätte.  Durch  Variation  der  Grössen  x  könnte  daher  Sl  sowohl 
vergrössert  als  verkleinert  werden,  wäre  also  weder  ein  Maximum  noch 
ein  Miniraum.  Es  ist  aber  die  Gleichung  13)  nicht  die  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  ß  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist. 

Ist  wiederum  x  eine  der  Coordinaten  eines  der  Punkte,  und  X 
die  entsprechende  Componente  der  auf  diesen  wirkenden  Kraft,  so  ist 
nach  12)  und  3) 

X^%-  14) 

Es  ist  hieraus  ersichtlich,  dass,  wenn  ein  Potential  existirt,  die  Kräfte 
nur  von  den  Coordinaten  und  der  Zeit,  wie  das  Potential  selbst,  ab- 
hängen können,  nicht  aber  von  den  Geschwindigkeiten. 

Aus  14)  folgt  auch,  dass,  wenn  zwei  Systeme  von  Kräften,  von 
denen  einem  jeden  ein  Potential  zukommt,  zusammen  wirken,  auch 
ein  Potential  existirt,  und  zwar  eines,  das  die  Summe  der  Potentiale 
ist,  die  den  einzelnen  Systemen  entsprechen. 

Sind  die  Kräfte  vollständig  und  als  einwerthige  Functionen  der 
Coordinaten  und  der  Zeit  gegeben,  so  findet  man  das  Potential,  wenn 
ein  solches  existirt,  durch  Integration  nach  den  Coordinaten;  dabei 
tritt  eine  willkührliche,  additive  Constante  auf;  es  wird  das  Potential 
also  nur  bis  auf  eine  additive,  von  den  Coordinaten  unabhängige 
Grösse,  die  aber  willkührlich  gewählt  werden  kann,  bekannt.  Dabei 
kann  auch  der  Fall  eintreten,  dass  das  Potential  als  eine  mehrwerthige 
Function  sich  ergiebt. 

Beispiele,  in  denen  ein  Potential  vorhanden  ist,  haben  wir  einige 
schon  zu  betrachten  gehabt. 

Bei  einem  Punkte,  auf  den  die  Schwere  (j  wirkt,  und  dessen 
Masse  m  ist,  ist,  wenn  die  z- Achse  vertical  abwärts  gekehrt  ist, 

X=0,       i'=(),       Z  =  m(j. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  zusammenfassen  in  die  eine 

U  =  7ngz. 

liei  einem  Planeten  ist  für  die  Kraft,  mit  der  die  Sonne  ihn  anzieht. 
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wenn 

r2  ^  ^2  _^  ^2  _j_  ^2 

ist,  m  die  Masse  des  Planeten,  M  die  Masse  der  Sonne  bei  passend 
gewählter  Einheit  der  Masse  bedeutet,  und  der  Anfa,ngspunkt  der 
Coordinaten  in  der  als  ruhend  gedachten  Sonne  liegt.  Hier  kann 
man  setzen 

j-, '  mM 

r 

Bei  einer  beliebigen  Zahl  von  Himmelskörpern,  die  nach  dem  New- 
ton'schen  Gesetze  auf  einander  wirken,  gilt  bei  einer  Bezeichnungs- 
weise, wie  sie  schon  am  Ende  der  ersten  Vorlesung  benutzt  ist,  die 
Gleichung 

wo  die  Summe  in  Bezug  auf  alle  Corabinationen  zu  je  zweien  der 
Massen  m^,  m.^,  .  .  zu  nehmen  ist. 


§  6. 

Die  Ruhe  ist  ein  specieller  Fall  der  Bewegung.  Den  Theil  der 
Mechanik,  der  sich  mit  ihm  beschäftigt,  hat  man  Statik  genannt, 
den  anderen  Dynamik.  Um  auf  den  Fall  der  Ruhe  zu  kommen, 
müssen  wir  annehmen,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeiten  Null 
sind,  dass  in  den  Bedingungen  cp  =  c,  ip  ^=  e,  .  .  die  Zeit  nicht  vor- 
kommt, und  dass  die  wirkenden  Kräfte  der  Art  sind,  dass  die  Be- 
schleunigungen, die  sie  ergeben,  verschwinden.  Von  Kräften  dieser 
Art  sagt  man,  dass  sie  mit  einander  im  Gleichgcivichtc  stehen.  Als 
Bedingung  des  Gleichgewichts  folgen  aus  den  Lagrange'schen  Glei- 
chungen 17)  der  zweiten  Vorlesung  die  Gleichungen 

0  =  ^,  +  A  ,^-^  +  ft  1^  +  • 

0  =  J',  +  ,l|2  +  f.|*+. 

(p  =  c,       ^  =  e,  .  . 

Nach  dem  d'Alembert'schen  Principe,  also  der  Gleichung  2),  ist  die- 
selbe Bedingung  die,  dass  für  alle  virtuellen  Verrnckungen 
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0  =  2^  ('^^^^  +  ^'^y  +  ^^^) 

ist,  d.  b.  die  Arbeit  der  sämmtlicheii  Kräfte  verschwindet.  Der 
Satz,  dass  dieses  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  ist,  führt  den 
Namen  des  Princips  der  virtuellen  Verrückungen  (oder  auch  Geschwin- 
(Ugkeilen).  Haben  die  Kräfte  ein  Potential  U ,  so  ist  die  Bedingung 
für  ihr  Gleichgewicht  die,  dass  für  jede  virtuelle  Verrückung  der 
l^mkte 

ist;  eine  Gleichung,  die  erfüllt  sein  muss,  wenn  IJ  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  ist,  die  aber  nicht  immer  ein  solches  Maximum 
oder  Minimum  zur  Folge  hat. 


Kirchhof!',  Mechanik. 


Vierte  Vorlesung. 

(Satz  von  der  lebendigen  Kraft.  Stabilität  eines  Gleichgewichts.  Sätze 
von  der  Bewegung  des  Schwerpunkts.  Bewegung  eines  Systemes  um  seinen 
Schwerpunkt.    Flächensätze.     Drehungsmomente.) 


Aus  den  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Syste- 
mes materieller  Punkte,  die  wir  in  den  beiden  letzten  Vorlesungen 
aufgestellt  haben,  wollen  wir  nun  unter  gewissen  Voraussetzungen, 
die  die  Bedingungen  betreffen,  welchen  die  Bewegung  unterworfen 
ist,  einige  Schlüsse  ziehen. 

Die  erste  Voraussetzung,  die  wir  verfolgen,  ist  die,  dass  die  Be- 
dingungen die  Zeit  nicht  enthalten.  Dann  sind  die  Verrückungen, 
welche  die  Punkte  bei  ihrer  Bewegung  in  einem  Zeitelement  dt  er- 
leiden, virtuelle  Verrückungen,  wie  aus  der  Definition  hervorgeht, 
die  von  diesen  in  den  Gleichungen  1)  der  dritten  Vorlesung  gegeben 
ist.  In  den  dort  ausgeführten  Rechnungen  kann  man  daher  überall 
statt  des  Zeichens  d  das  Zeichen  d  setzen,  welches  sich  auf  die  Ver- 
änderungen bezieht,  die  bei  der  betrachteten  Bewegung  in  dem  Zeit- 
elemente </r  stattfinden.  Thut  man  das  in  der  Gleichung  2)  und  in- 
tegrirt  dieselbe,  so  findet  man 

h 
T^  —  T^=   r  y  {Xdx  +  Ydij  +  Zdz),  1) 


1^ 


wenn  T^  und  7\  die  Werthe  der  lebendigen  Kraft  zu  den  beliebig 
gewählten  Zeiten  /^  und  tj.  bedeuten.  Es  ist  der  Begriff  der  Arbeit, 
durch  die  Gleichung  3)  der  dritten  Vorlesung,  bisher  nur  für  unend- 
lich kleine  Verrückungen  definirt;  wir  verallgemeinern  diesen  Begriff 
jetzt;  wir  wollen  auch  von  der  Arbeit  von  Kräften  für  endliche  Ver- 
schiebungen ihrer  Angriffspunkte  sprechen  und  darunter  verstehen 
die  Summe  der  Werthe,  die  die  Arbeit  für  die  unendlich  kleinen 
Verschiebungen  hat,  aus  welchen  die  endlichen  zusammengesetzt  wer- 
den können.  Die  Gleichung  1)  lässt  sich  dann  dahin  aussprechen, 
dass  der  Zuwachs,  den  die  lebendige  Kraft  des  Systemes  in  irgend 
einem  Zeitintervall  erleidet,  gleich  der  Arbeit  der  wirkenden  Kräfte 
für   die  Verschiebungen   ist,   die   die  Punkte   in   diesem   Zeitintervall 
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erfahren.  Dieser  Satz  wird  der  Salz  von  der  lebendigen  Kraft 
genannt. 

Haben  die  wirkenden  Kräfte  ein  Potential,  U,  und  enthält  dieses 
die  Zeit  nicht,  so  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  1)  die  Differenz 
der  Werthe,  die  U  für  t  =  t^  und  t  ==  t,^  hat;  die  Gleichung  lässt 
sich  daher  schreiben 

T=U-\-h,  2) 

wo  h  eine  Constaute  bedeutet.  Ist  U  eine  einwerthige  Function,  so 
folgt  hieraus,  dass,  wenn  alle  Punkte  des  Systemes  in  Lagen  zurück- 
gekehrt sind,  die  sie  schon  früher  einmal  hatten,  auch  die  lebendige 
Kraft  den  Werth  wieder  angenommen  hat,  den  sie  damals  besass. 
Dieser  Satz  ist  unter  dem  Namen  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  bekannt. 

Wirken  keine  Kräfte  oder  stehen  die  wirkenden  Kräfte  immer 
im  Gleichgewicht,  so  ist  die  lebendige  Kraft  constant. 

§  2- 

Von  der  Gleichung  2)  wollen  wir  nun  auf  die  Lehre  vom  Gleich- 
gewicht eine  Anwendung  machen,  die  von  Dirichlet  angegeben  ist 
(Crelle's  Journal,  Bd.  32.  p.  85).  Bei  der  in  der  vorigen  Vorlesung 
gegebenen  Definition  des  Gleichgewichts  ist  bereits  angeführt,  dass 
von  einem  solchen  nur  die  Rede  ist,  wenn  die  Bedingungen  von  der 
Zeit  unabhängig  sind,  die  Voraussetzung  also  erfüllt  ist,  die  unseren 
jetzigen  Betrachtungen  zu  Grunde  liegt.  Um  die  Gleichung  2)  an- 
wenden zu  können,  nehmen  wir  ferner  an,  dass  die  wirkenden  Kräfte 
ein  Potential,  U,  haben,  das  die  Zeit  nicht  enthält.  Nach  einer  am 
Schlüsse  der  vorigen  Vorlesung  gemachten  Bemerkung  findet  dann 
ein  Gleichgewicht  zwischen  den  Kräften  für  eine  Lage  des  Systemes 
statt,  für  welche  U  ein  Maximum  ist.  Für  eine  solche  Lage  hat  das 
Gleichgewicht  eine  ausgezeichnete  Eigenschaft,  die  ihm  fehlt,  wenn 
U  statt  eines  Maximums  ein  Minimum  oder  weder  das  eine  noch  das 
andere  ist,  eine  Eigenschaft,  in  Folge  deren  es  ein  stabiles  genannt 
wird.  Um  diese  Eigenschaft  zu  erkennen,  denken  wir  uns  das  System 
zur  Zeit  ^  =  0  in  einer  Lage,  die  unendlich  wenig  von  der  gedach- 
ten Gleichgewichtslage  abweicht,  und  nehmen  an,  dass  alle  Punkte 
unendlich  kleine  Geschwindigkeiten  besitzen.  Es  sei  U,n  der  Maxi- 
mumswerth  von  U,  der  also  der  Gleichgewichtslage  entspricht.  Nach 
der  Gleichung  2)  ist  dann 

T  +  {U,n   -   U) 

eine  Constante,  und  zwar  eine  unendlich  kleine  Constante,  da  für  t  =  0 
sowohl  T  als  U,n  —  U  unendlich  klein  sind.  Beachtet  man  nun, 
dass  T  eine  positive  Grösse  ist,  so  kann  man  hieraus  schliessen,  dass 

3* 
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^Un  —  ^  im  Laufe  der  Zeit  nie  einen  positiven  endlichen  Wcrlh  an- 
nehmen kann.  Führt  man  aber  das  System  aus  der  Gleichgewichts- 
lage, oder  einer  dieser  unendlich  nahen,  über  in  irgend  eine  um  etwas 
Endliches  verschiedene  Lage,  so  durchläuft,  wie  aus  dem  Bogriffe  des 
Maximums  sich  ergiebt,  U„i  —  U  endliche  positive  Werthe.  Daraus 
folgt,  dass  bei  den  gemachten  Annahmen  das  System  sich  nur  un- 
endlich wenig  von  der  Gleichgewichtslage  entfernt.  Dabei  bleibt 
auch  T,  mithin  die  Geschwindigkeit  eines  jeden  Punktes  unendlich  klein. 

§  3. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  Bedingungen,  denen  die 
Bewegung  der  Punkte  unterworfen  ist,  der  Art  sind,  dass  sie  eine 
Verschiebung  dieser  in  der  Richtung  der  rc- Achse  ohne  Aenderung 
ihrer  relativen  Lage  gestatten.  Auf  eine  solche  Verschiebung,  deren 
Grösse  u'  genannt  werden  möge,  wollen  wir  die  Gleichung  2)  der 
dritten  Vorlesung,  welche  das  d'Alembert'sche  Princip  ausspricht,  an- 
wenden.    Wir  haben  dann  in  dieser 

dx  =  u',  dy  =  0,  dz  =  0 

zu  setzen;  dadurch  erhalten  wir  bei  Fortlassung  des  Factors  ?/': 

Wir  merken  an,  dass  die  Arbeit  der  wirkenden  Kräfte  für  die  ge- 
dachte Verrückung 

=  u'  EX  4) 

ist. 

Ist  eine  Verschiebung  des  Systemes  ohne  Aenderung  der  relati- 
ven Lage  der  Punkte  auch  in  der  Richtung  der  y-Achse  und  der 
e- Achse  möglich,  so  findet  man  ebenso: 

2'»S=^i-™<iZ«^'==^2-  5) 

Wir  nehmen  mit  diesen  Gleichungen  noch  eine  Veränderung  durch 
die  Einführung  einiger  neuer  Zeichen  vor.     Wir  setzen: 

M  =  Zm 
Ml  =  Zmx,  Ml]  =  Zmy,  Ml  =  Emz-^  .G) 

man  nennt  dann  M  die  Masse  des  Systemes ,  ^,  ri,  t,  die  Coordinaten 
seines  Schiverpunktes.  Es  ist  einleuchtend,  dass  nach  dieser  Definition 
der  Schwerpunkt  eines  Systemes  unabhängig  von  dem  Coordinaten- 
systeme  ist,  das  man  zu  seiner  Bestimmung  benutzt;  denn  führt  man 
neben,  dem  System  der  x,  y,  z  ein  zweites,  das  der  x,  y ,  z  ein,  wie 
Avir  es  schon  mehrmals  gethan  haben,  multiplicirt  die  Gleichungen  1) 
der  ersten  Vorlesung,  die  dann  gelten,  mit  w,  summirt  in  Bezug  auf 
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alle  Punkte  des  Systemes  und  setzt  dann,  entsprechend  den  Glei- 
chungen 6): 

iV^'  =  2:mx',  Mri  =  Zmij,  Mt,'  =  IJmz', 

so  erhält  man  durch  Division  mit  ßf: 

alsu  diejenigen' (lleichungen;  welche  ausdrücken,  daäs  h,',  rj',  ^  und 
§,  7],  l  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  den  beiden  benutzten 
Systemen  sind. 

Da  die  Massen  positive  Grössen  sind,  so  ist  der  Schwerpunkt 
eines  Systemes  von  Punkten  ein  gewisser  milUercr  Punkt;  d.  h.  jede 
Coordinate  desselben  liegt  ZAvischen  der  kleinsten  und  der  grössten 
der  entsprechenden  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte. 

Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  dass  bei  der  Berechnung  der  Läse 
des  Schwerpunktes  gegebener  Massen  beliebige  Gruppen  dieser  in 
ihren  Schwerpunkten  concentrirt  gedacht  werden  können;  und  dass 
der  Schwerpunkt  von  Massen,  die  auf  einer  Geraden  liegen,  auf  der- 
selben Geraden  sieh  befindet.  Die  Richtigkeit  der  ersten  Behauptung 
folgt  unmittelbar  aus  der  in  den  Gleichungen  6)  enthaltenen  Defini- 
tion; die  der  zweiten  ergiebt  sich,  wenn  man  hinzunimmt,  dass  die 
Gerade,  auf  der  die  Massen  liegen  sollen,  zur  a;-Achse  genommen 
werden  kann,  wobei  dann  ?/  =  0,  z  =  0,  also  auch  ?^  =  0  und 
g  =  0  wird. 

Bei  Benutzung  der  nun  definirten  Zeichen  werden  die  Gleichun- 
gen 3)  und  5): 

es  sind  hierdurch  die  sogenannten  Sätze  von  de?^  Bewegung  des  Schiver- 
jnmkts  ausgesprochen.  Man  kann  diese  in  den  einen  Satz  zusammen- 
zieh n,  dass  der  Schwerpunkt  eines  Systemes  von  Massen  so  sich  be- 
wegt, als  ob  in  ihm  alle  Massen  vereinigt  wären  und  auf  ihn  alle 
Kräfte  wirkten.  Beliebigen  Bedingungen  kann  dabei  die  Bewegung 
des  Systemes  unterworfen  sein;  nur  müssen  sie  Verschiebungen  in  3 
auf  einander  senkrechten  Richtungen  ohne  Aenderung  der  relativen 
Lage  der  Punkte  gestatten. 

Sind  die  wirkenden  Kräfte  der  Art,  dass  ihre  Arbeit  für  eine 
der  a;-Achse  parallele  Verschiebung  gleich  Null  ist,  so  ist  nach  4) 
Z'Z  =  0;  diese  Gleichung  und  die  beiden  entsprechenden,  die  sich 
auf  die  y- Achse  und  die  2-- Achse  beziehn,  sind  erfüllt,  wenn  die 
Kräfte  ein  Potential  haben,  das  nur  von  der  relativen  Lage  der 
Punkte  abhängt;  in  der  That  ändert  sich  das  Potential  dann  nicht, 
wenn  alle  entsprechenden  Coordinaten  der  Punkte  um  dieselbe  Grösse 
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verändert  werden.  Es  ist  das  z.  B.  der  Fall  bei  unserm  Planeten- 
system, wenn  man  von  der  Einwirkung  der  Fixsterne  absieht.  Die 
Gleichungen  7)  geben  dann 

<^    0      ^    A       ^^  A. 

dl'  ~^'  dt'  "~    '  rf/2  ~"     ' 

d.  h.  der  Schwerpunkt  bewegt  sich  in  gerader  Linie  mit  gleichblei- 
bender Geschwindigkeit.  Man  nennt  diesen  Satz  den  Satz  von  der 
Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunkts, 

Wirkt  auf  die  Punkte  des  Systemes  die  Schwere  und  keine  an- 
dere Kraft,  so  werden  die  Gleichungen  7),  wenn  man  die  z- Achse 
vertical  abwärts  gekehrt  annimmt, 

dl'  ~~  ^'  dl'  —  ^'  dl'  "■  ^'  ^) 

d.  h.  der  Schwerpunkt  bewegt  sich  auf  einer  Parabel,  wie  ein  ein- 
zelner schwerer  materieller  Punkt.  Ein  Beispiel  hierfür  bietet  ein 
starrer,  schwerer  Körper,  der  angesehen  werden  kann  als  ein  System 
fest  mit  einander  verbundener  materieller  Punkte ;  dass  die  Zahl  dieser 
eine  unendlich  grosse  ist,  ist  unwesentlich. 

/» 
§4. 

Die  angeführten  Beispiele  zeigen,  dass  bisweilen  die  Bewegung 
des  Schwerpunktes  eines  Systemes  materieller  Punkte  sich  in  beson- 
ders einfacher  Weise  angeben  lässt.  Es  empfiehlt  sich  dann  die  Be- 
wegung der  Punkte  nicht  zu  beziehen  auf  ein  im  Räume  festes 
Coordinatensystem,  sondern  auf  eines,  dessen  Anfangspunkt  der  be- 
wegte Schwerpunkt  ist,  und  dessen  Achsen  unveränderliche  Richtungen 
haben.  Auf  ein  solches  Coordinatensystem  sind  aber  nicht  unmittel- 
bar die  allgemeinen  Gleichungen,  die  wir  für  ein  festes  aufgestellt 
haben,  anwendbar. 

Führen  wir  neben  dem  im  Räume  festen  Coordinatensystem  der 
rc,  y,  z  ein  zweites  bewegtes,  das  der  Xy  y,  z,  ein,  der  Art,  dass 
für  jeden  Punkt 

X  =  i,-^  X',     7/   =  ^  -f  y',     2  =  g   -f  z' 

ist,  wo  I,  ri,  l  gegebene  Functionen  der  Zeit  sind.  In  den  neuen 
Coordinaten  lautet  dann  die  Gleichung  2)  der  dritten  Vorlesung,  die 
das  d'Alembert'sche  Princip  ausspricht: 


■^TT  /      d'x     ,  d'i  „s    s,    f 

2,  ^"'  -dl'  + "'  d.'  -  '^)  ^^ 

+  i^n  '^  +  m  p  -  Y)  dg 
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und  diese  Gleichung  muss  für  alle  virtuellen  Variationen  dx',  öy,  dz' 
bestehen ;  d,  h.  es  kann  das  d'Alembert'sche  Princip  in  derselben  Form 
auf  das  bewegte,  wie  auf  ein  ruhendes  Coordinatensystem  angewandt 
werden,  falls  man  zu  jeder  Kraft  (X,  F,  Z)  die  Kraft  hinzufügt,  deren 

Componenten  —  ^  ~ffi'  ~  ^  ~dh  —  ^'  "dt^  ^ 

Ist  der  Punkt  (|,  r},  g)  der  Schwerpunkt  eines  Systemes  von 
Massen,  für  welche  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewegung  des 
Schwerpunkts  gilt,  z.  B.  der  Schwerpunkt  unseres  Planetensystems, 
so  sind  die  bezeichneten  Zusatzkräfte  gleich  Null;  um  den  Schwer- 
punkt bewegen  sich  die  Massen  dann  gerade  so,  als  ob  dieser  ruhte. 

Ist  (^,  7^,  ^)  der  Schwerpunkt  eines  Systemes  materieller  Punkte, 
auf  welche  die  Schwere  und  keine  andere  Kraft  wirkt,  und  welche 
so  mit  einander  verbunden  sind,  dass  in  den  Richtungen  der  Coor- 
dinatenachsen  Verschiebungen  ohne  Aenderung  ihrer  relativen  Lage 
möglich  sind,  so  gelten,  wenn  die  2: -Achse  wieder  vertical  abwärts 
gerichtet  angenommen  wird,  die  Gleichungen  8);  zugleich  ist  aber 
X=0,  ¥  =  0,  Z==mg; 

daraus  folgt  dann,  dass  die  Punkte  um  ihren  Schwerpunkt  so  sich 
bewegen,  als  ob  gar  keine  Kräfte  auf  sie  wirkten  und  ihr  Schwer- 
punkt in  Ruhe  wäre. 

§5. 

Nehmen  wir  endlich  an,   dass  die  Verbindungen  der  Punkte  des 

Systemes  so  beschaffen  sind,  dass  sie  eine  Drehung  um  die  z- Achse 

ohne  Aenderung  der  relativen  Lage  der  Punkte  gestatten.   Setzen  wir 

X  =  Q  cos  d',  y  =  Q  sin  rt, 

so  entspricht  einer  unendlich  kleinen  Drehung  um  die  z- Achse  eine 
Vergrösserung  der  sämmtlichen,  auf  die  einzelnen  Punkte  des  Systemes 
bezogenen  Winkel  %■  um  dieselbe  unendlich  kleine  Grösse,  die  r  ge- 
nannt werden  soll.     Für  eine  solche  Drehung  ist  daher 

8x  =  —  Q  sin  d-  •  r,  örj  =  q  cos  d-  •  r,  8z  =  0 
=  —  yr',  =xr; 

diese  Werthe  können  also  bei  der  gemachten  Annahme  als  viiiuelle 
Variationen  in  die  Gleichung  2)  der  dritten  Vorlesung  gesetzt  werden. 
Bei  Fortlassung  de^  Factors  r   erhält  man  dadurch 

Wir  merken  an,  dass  die  Arbeit  der  wirkenden  Kräfte  für  die  ge- 
dachte Drehung 

=  7'^{xY-yX)  10) 

ist ;  den  Factor  von  r  in  diesem  Ausdrucke,  also  die  rechte  Seite  der 
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Gleichung  9)   nennt  man  das  Drehung smomenL  der  wirkenden  Kräfte 
in  Bezug  auf  die  2: -Achse. 

Nun  ist,  wie  wir  schon   bei   der  Erörterung  des   ersten  Kepler- 
schen  Gesetzes  in  der  ersten  Vorlesung  gesehen  haben, 


—  y 


dl  \^  dt    y  dt)  ~ dt  \j  dl) 


und  Q^dd'  ist  das  Doppelte  der  Flüche,  welche  der  radius  vector  g  in 
dem  Sinne,  in  dem  0"  wächst,  während  des  Zeitelements  dt  beschreibt. 
Es  lässt  sich  hiernach  die  Gleichung  9)  schreiben: 

Sie  spricht  den  sogenannten  Flächemalz  für  die  a:// -Ebene  aus. 
Ist  das  Drehungsmoment  der  Kräfte  in  Bezug  auf  die  z- Achse 
so  wird  die  Gleichung  11)  integrabel  und  giebt: 


11) 


^0. 


V 


d%- 


Const. 


y  j      '^     dt 

Den  hierdurch  ausgedrückten  Satz  nennt  man  den  auf  die  a'y- Ebene 
bezüglichen  Satz  von  der  Erhallung  der  Flächen. 

Die  Betrachtungen,  die  wir  für  die  z- Achse  durchgeführt  haben, 
gelten  auch  für  die  x-  und  die  y- Achse,  wenn  man  die  Zeichen  pas- 
send vertauscht. 

Haben  die  Kräfte  ein  Potential,  welches  nur  von  der  relativen 
Lage  der  Punkte  abhängt,  so  ändert  sich  dieses  nicht  bei  einer 
Drehung  des  Systemes  um  irgend  eine  der  Coordinatenachsen ;  das 
Drehungsmoment  der  Kräfte  in  Bezug  auf  jede  der  Coordinatenachsen 
ist  daher  =  0;  gestatten  die  Verbindungen  der  Punkte  eine  Drehung 
um  jede  Coordinatenachse,  so  gilt  daher  der  Satz  von  der  Erhaltung 
der  Flächen  für  jede  Coordinatenebene.  Ein  Beispiel  hierfür  bietet 
unser  Planetensystem. 


Fünfte  Vorlesung. 

(Bestimmung  der  Lage  eines  starreu  Körpers.  Unendlich  kleine  Verrückung 
eines  solchen.  Schraubenbewegung.  Abhängigkeit  der  Drehungsmomente  eines 
Kräftesystems  von  den  Coordinatenachsen.    Hauptdrehungsmomeut.) 

§   1- 

Wir  haben  in  der  vorigen  Vorlesung,  um  aus  dem  d'Alembert- 
sehen  Principe  Folgerungen  zu  ziehen,  gewisse  unendlich  kleine  Ver- 
rückungen betrachtet,  welche  ein  System  materieller  Punkte,  die  fest 
mit  einander  verbunden  sind,  erleiden  kann;  nämlich  eine  Verschie- 
bung in  einer  gewissen  Richtung  und  eine  Drehung  um  eine  gewisse 
Achse.  Wir  wollen  jetzt  die  allgemeinste  unendlich  kleine  Verrückung 
ins  Auge  fassen,  die  bei  einem  solchen  Systeme  möglich  ist. 

Wir  führen  zwei  rechtwinklige  Tjoordinatensysteme  ein,  von 
denen  das  eine  mit  dem  gedachten  Systeme,  oder  mit  dem  Körper, 
wie  wir  dieses  nennen  wollen,  fest  verbunden,  das  andere  im  Räume 
fest  ist;  x,  y,  z  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Körpers 
im  ersten  ,§,»;,  2;  die  desselben  Punktes  im  zweiten  Systeme.  Es 
ist  dann 

I  =  «  -f-  ß:,a:  -f-  a.>y  +  «3-? 

1  =  7  ^  rx^-^y-iv  +  ^3^; 

wo  die  12  Grössen  a,  /3,  y  von  der  relativen  Lage  der  Coordinaten- 
systemc,  also  von  der  Lage  des  beweglichen  Körpers  abhängen.  Die 
Grössen  a,  /3,  y  ohne  Index  sind  die  Werthe,  die  \,  rj,  t,  für  x  ==  0, 
y  =  0,  2r  ==  0  haben;  die  9  übrigen  sind  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Achsen  der  x,  y,  z  mit  den  Achsen  der  ^,  rj,  ^  bilden. 
Aus  dieser  geometrischen  Bedeutung  der  genannten  Grössen  folgt, 
dnss  umgehehrt 

X  ^  «,  (^  -  «)  +  ß,  in  -  ß)  +  y,  a  -  y) 

y  =  a,  (I  -  a)  -{- ß^  {v  -  ß)  +  ^  (S  "  V)  2) 

z  =  «3  (g  --  «)  +  ^3  (r?  -  ^)  +  ^3  {l  -  y) 

ist.     Sowohl  durch  die  Gleichungen  1),  als  durch  die  Gleichungen  2) 

muss  die  Gleichung 

a  -  ccy  -f  (7?  -  ßy  -f  (e  -  yy  =  ^^•-  +  y^  +  ^= 
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zu  einer  identischen  werden.     Daraus  ergiebt  sich: 


und 


«2'  +  ß.'  +  7^'  -  1  ^.^^1  +  ß■^ß^  +  Y,?x  =  <>  3) 


z/ 

72 

«3 

— 

73  «2 

d 

«« 

^3 

— 

«3C2 

a'^  +  «,2  +  <  =  1  /3,7,  +  ß,y,  +  ^3^3  =  0 

ß^'  +  /V  +  ß,'  =  1      r, «,  +  r2«2  +  ra^s  =  0  4) 

rt"-'  +  7-.'  +  y^'  -  1      «1  /3,  +  '^•i  /32  +  «3  A.  =  ^>- 

Es  sind  dieses  G  von  einander  unabhängige  Relationen  zwischen 
den  9  genannten  Cosinus  in  zwei  verschiedenen  Formen.  Es  fliessen 
aus  ihnen  noch  andere,  die  wir  gebrauchen  werden.  Löst  man 
die  Gleichungen  1)  nach  x^  y,  z  auf,  so  erhält  man  Gleichungen, 
welche  mit  den  Gleichungen  2)  identisch  sein  müssen.  Hieraus  folgt, 
wenn  man 

^  =  ^1  {ß-.y^  —  ß^y^)  +  ß\  (72 «3  —  y3«2)  +  y\  («2/^3  —  «3^2)   &) 

setzt, 

„      ^273  —  ^372 

"1  — 

Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  man  bei  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  3) 

da  nach  diesen 

(«./  +  ß..}  +  y,^)  {a.;-  +  ^3^  +y./)  -  (a,a,  +  ß,ß,  +  y,y,y  =  1 
d.  h. 

iß-zy^  —  ß^y-iY  +  (^2^3  --  y3«2)'  +  («2/^3  —  «3/^2)-  =  ^ 

ist.  Der  Werth  von  z/  kann  +  1  oder  —  1  sein,  kann  aber  nicht 
bei  der  Bewegung  des  Körpers  sich  sprungweise  ändern.  Wir  denken 
uns  den  Körper  in  der  Lage,  bei  der  die  a;- Achse  mit  der  |- Achse, 
die  y -Achse  mit  der  -j^- Achse  dieselbe  Richtung  hat;  dann  ist  «,  ==  1, 
ß.,=^\,  7:$  =  +  1  o<^6r  =  —  1 ,  während  die  6  andern  Cosinus  ver- 
schwinden, wie  aus  den  Gleichungen  0)  und  4)  mit  Leichtigkeit  ab- 
zuleiten ist;  d.  h.  die  ^-Achse  hat  dieselbe  oder  die  entgegengesetzte 
Richtung  als  die  g- Achse.  Im  ersten  Falle  ist,  wie  5)  zeigt,  z/  =  -|-  1, 
im  zweiten  =  —  1.  Es  sollen  die  Coordinatensysteme  der  x,  y ,  z 
und  der  ^,  i],  ^  so  gewählt  sein,  dass  der  erste  Fall  stattfindet,  dass 
sie,  wie  man  sagt,  congruent  sind.     Dann  ist  also 

«1=^2^3-/^3^2 

/^l  =r2«3  —  ^3^2  6) 

Yi  =  «2^3  —  «3/32- 
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Die  Gleichungen  1)  bleiben  ungeändert,  wenn  man  in  ihnen  die 
Indices  1,  2,  3  und  gleichzeitig  die  Buchstaben  x,  y,  z  cyklisch  ver- 
tauscht; bei  einer  solchen  Vertauschung  bleibt  auch  ^  ungeändert, 
wie  die  Gleichung  5)  zeigt;  man  darf  sie  daher  auch  in  den  Glei- 
chungen 6)  vornehmen  und  erhält  dadurch: 

«2  =  ßiri  —  ßiVii      ^3  =  ß\  y-  —  ^2^1 

ß2  =  y-i^x—r^(x-i      ^^3  =  y]«2  —  :-'2«i  7) 

r-i  =  <^-ißi  —  ^^1  ßi      r-i  =  «1  ß'i  —  «2  ß\  • 

Zwischen  den  9  Cosinus  a,  ß,  y  bestehen  6  von  einander  unab- 
hängige Relationen;  sie  müssen  sich  also  durch  3  von  einander  un- 
abhängige Grössen  ausdrücken  lassen.  Wir  wollen  sie  jetzt  so  aus- 
drücken. 

Zwischen  Cg,  ß.^,  y.^  besteht  die  eine  Gleichung 

<'  +  ßs'   +  ^3^  =   1  •, 

wir  können,  diese  Grössen  durch  2  von  einander  unabhängige  Grössen 
-^  und  g)  ausdrücken,  indem  wir  setzen 

«3  =  cos  (f  sin  ■9' 

ß.^  =  sin  cp  sin  0' 

73  =  cos  ^, 

wodurch  jene  Gleichung  erfüllt  wird.  Durch  d-  und  (p  sind  cc^,  ß.^,  y.^ 
eindeutig  bestimmt;  das  Umgekehrte  findet  aber  nicht  statt.  Ausser- 
dem, dass  O"  und  g)  um  beliebige  Vielfache  von  2;r  vermehrt  werden 
können,  kann  das  Vorzeichen  von  \f^  beliebig  gewählt  werden,  wenn 
^3>  ^3;  Vz  gegeben  sind.  Wechselt  man  das  Vorzeichen  von  -9-,  so 
hat  man  9  um  u  zu  vermehren.  Bei  einer  speciellen  Lage  des  Kör- 
pers sollen  nach  Willkühr,  so  weit  sie  nach  dem  eben  Angeführten 
gestattet  ist,  die  Werthe  von  ^  und  rp  gewählt  werden;  für  jede 
Lage,  die  stetig  aus  jener  hervorgeht,  wird  dann  jede  Unbestimmt- 
heit in  den  Werthen  von  %•  und  cp  durch  die  Festsetzung  gehoben, 
dass  diese  stetig  mit  der  Lage  des  Körpers  sich  ändern.  Es  haben 
-9-  und  fp  einfache  geometrische  Bedeutungen;  %•  ist  ein  Winkel,  den 
die  e-Achse  und  die  ^-Achse  mit  einander  bilden;  qo  ein  Winkel,  den 
eine  durch  die  ^- Achse  gehende  Ebene  beschreibt,  wenn  sie  aus  einer 
Lage,  bei  der  sie  der  ^- Achse  parallell  ist,  in  eine  Lage,  bei  der  sie 
der  z- Achse  parallel  ist,  in  dem  Sinne  gedreht  wird,  in  dem  sie  um 
einen  rechten  Winkel  gedreht  werden  muss,  um  der  >;- Achse  parallel 
zu  werden.  Es  sind  %•  und  (p  Polarcoordinaten  auf  einer  Kugelfiäche 
des  Punktes,  der  der  Richtung  der  2-Achse  entspricht,  deren  Pol  der 
Richtung  der  ^- Achse  entsprechend  ist;  der  Winkel  (30  wird  von  dem 
grössten  Kreise,  der  die  ^^-Ebene  darstellt,  ab  gezählt. 
Zwischen   den  Cosinus  ^j ,  y^,  y..  besteht  die  Relation 

ri^  +  72^  +  ?:^'  =  1 5 
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wir  erfüllen  sie,  wenn  wir  setzen: 

j/,  ==  cos  f  sin  %,  5^2  =  s^^  f  si^^  ^}  y-i  =  cos  ^. 

Sind  7,,  j^.j,  ^3  gegeben,  so  ist  hierdureli  /  bis  auf  ein  hinzuzu- 
fügendes Vielfaches  von  2%  bestimmt,  da  -ö-  bereits  bestimmt  ist.  Es 
hat  f  eine  ähnliche  geometrische  Bedeutung  als  g);  es  ist  ein  Winkel, 
den  eine  durch  die  s-- Achse  gehende  Ebene  beschreibt,  wenn  sie  aus 
einer  Lage,  bei  der  sie  der  a:- Achse  parallel  ist,  in  eine  Lage,  bei 
der  sie  der  £;- Achse  parallel  ist,  in  dem  Sinne  gedreht  wird,  in  dem 
sie  um  einen  rechten  Winkel  gedreht  werden  muss,  um  der  y-Achse 
parallel  zu  werden.  Es  sind  %^  und  /  Pularcoordinaten  auf  einer 
Kugelfläche  des  Punktes,  der  die  Richtung  der  ^-Achse  angiebt,  deren 
Pol  durch  die  Richtung  der  2-- Achse  bestimmt  ist,  während  der  grösste 
Kreis,  von  dem  aus  der  Winkel  f  gerechnet  wird,  der  za;- Ebene 
parallel  ist. 

Aus  den  5  Grössen  «3,  /^.j,  y.,,  y^,  y.^  lassen  sich  nun  die  4  an- 
deren or, ,  «2?  ßi:  ßi  ^^  Hülfe  der  Gleichungen  6)  und  7)  eindeutig 
berechnen;  diejenigen  von  diesen  Gleichungen,  welche  «,  und  ß.,  aus- 
drücken, geben 

ß-2  (1  —  7'.^^)  =  -   «^ri  —  ^3^2^:^ 
diejenigen,  welche  k^  und  ^,  ausdrücken, 

«2  (1  —  r;i^)  —  -  o^'ir-in  +  ß-^ri 

ß\  (1  —  ?■/)  =        '^a  r-z  —  Ai  7i  y:v 
Substituirt  mau  hier  für  «3,  ß.^,  y.^,  y^,  y^  ihre  Werlhe,  so  hebt  sich 
der  Factor  1  —  y.^~  d.  h.  sin''^  Q-  fort;  man  hat  daher: 

«,  =  —  cos  (p  cos  f  cos  %•  —  sin  9)  sin  / 

/3,  =  —  sin  q)  cos  /  cos  -O-  -j-  cos  93  sin  / 

yj  =       cos  f  sin  %■ 

«2  =  —  cos  (p  sin  f  cos  %■  -j-  sin  cp  cos  /' 

/32  =  —  sin  9)  sin  /  cos  O-  —  cos  cp  cos  /'  W) 

y.,  =       sin  f  sin  & 

cc^^  =        cos  q?  sin  d- 

ß,^  ==       f?in  q)  sin  # 

j^y  =       cos  -O- 


§  2. 

Wir  untersuchen  nun  eine  unendlich  kleine  Verrückung,  die  der 
Körper,  und  mit  ihm  das  Coordinatensystem  der  x,  y,  z  erleidet.  Die 
Veränderung,  die  irgend  eine  der  in  Betracht  kommenden  Grössen 
dabei  erfahrt,  bezeichnen  wir  durch  ein  vorgesetztes  d.  Nach  den 
Gleichungen  1)  ist  dann: 
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ö'^  ==  ^«  -}-  xöa^  -\-  ydc<^  -j-  zöa. 

ön  -  öß  -f  xdß,  +  ydß,  +  zöß,  9) 

Ö^  =  dy  -\-  xdyi  +  yöy.^  -\-  zdy.^. 

Die  3  Grössen  da,  öß,  öy  können  beliebig  gewählt  werden,  nicht 
aber  die  0  Grössen  8a^,  dß^,  .  .;  diese  sind  durch  3  unabhängige 
Grössen,  etwa  durch  ÖO-,  öq),  jSf  mit  Hülfe  der  Gleichungen  8)  aus- 
drückbar. Statt  dd-,  d(p,  8/'  wählen  wir  aber,  um  die  Symmetrie 
der  Formeln  zu  wahren,  3  andere  unendlich  kleine  Grössen,  die  wir 
rr',  x'j  (j  nennen  und  durch  die  folgenden  Gleichungen  definiren: 
n=ß,8y,-^ß,8y.,-{-ß,8y, 

z'  =  r  1  <^  «1  +  y-i  ^  «•.  +  ra  ^  «;}  10) 

Q  =  a,8ß^  -\-  cc,8ß.,  -f  a^Sß.j. 

Verbindet   man   diese   Gleichungen  mit  denen,   die   durch  Variation 
der  Gleichungen  4)  sich  ergeben,  nämlich  mit 

0  =  a^8a^  -J-  «^^^2  ~1~  ^-^^^-^ 
()  =  ß,8ß,-i-ß,8ß,^ß,8ß, 
0  ^  y^  dy^  +  y.,8y.,  +  yjy^ 

—  n  =  y^8ß^  +  y,8ß,  +  y.Jß^ 

—  q'  =  ß^8a^  4-  ß2^ ^i  -\-  ß^i^^zy 

so  kann  man  die  9  Grössen  8a^,  8ß^  .  .  durch  7c\  %',  q   ausdrücken. 
Man  findet  so  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3) : 

ö«i  =yi/  -  ßi(>'     8ß^  =  a^Q  -  y^:!t      8yy=  ß^n   -  a^x 

^<^2  =  r-d  —  ßiQ    ^ß-2  =  «2?'  —  72^'   ^Vi  =  ßi^'  -  (hl    11) 

^  «3  ==  ^3  Z    —  ^3  Q        ^  ßx  =  «3  Q    —  73  ^'       ^^3  =  ß:i  ^'  —  «3  X' 

Die    Gleichungen    9)    werden    hiernach    bei    Benutzung    der    Glei- 


chungen 1): 


oder  auch 


81  =  8a  -f  {l  ~y)x  —  iv  —  ß)  Q 

8yi  =  d/3  -f  (I  -  a)  q  -  (g  -  y)  n  12) 

8l^8y-\-{y\-ß)^  -^l-^)X 


8%  =  8a  —  yi  ^  ßQ  Ar%X  —^9 

8Yi  =  8ß  —  aQ  ^yTi  ^Iq   -1%  13) 

d^  =  dy  —  /3;r'  -j-  a^  -\-  rjTc'  —  |;t'. 

Wir  definiren  nun  einen  Ausdruck,  den  wir  gebrauchen  wollen. 
Wir  nennen  eine  unendlich  kleine  Verrückung  irgend  eines  Systemes 
materieller  Punkte  zmctm7nengesetzt  aus  mehreren  unendlich  kleinen 
Verrückungen  des  Systemes,  wenn  die  Aenderungen  der  Coordinaten 
eines  jeden  Punktes  bei  jener  gleich  sind  den  Summen  der  Aende- 
rungen der  entsprechenden  Coordinaten  bei  diesen.  Diese  Definition 
bezieht  sich  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  das  eingeführt 
sein  muss;   aber  die  Formeln  der  Verwandlung  rechtwinkliger   Coor- 
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dinaten,  von  denen  wir  schon  mehrfachen  Gebrauch  gemacht  haben, 
zeigen  unmittelbar,  dass  eine  Verrückung,  die  mit  Bezug  auf  ein 
Coordinatensystem  aus  mehreren  andern  zusammengesetzt  genannt 
werden  kann,  auch  so  genannt  werden  kann  mit  Bezug  auf  jedes 
andere.  Sie  zeigen  auch  leicht,  dass  zwei  Verrückungen  eines  Punktes 
sich  gerade  so  zusammensetzen,  wie  zwei  Kräfte,  die  auf  einen  Punkt 
wirken,  nämlich  nach  dem  Satze  vom  Parallelogramm. 

Die  durch  die  Gleichungen  12)  dargestellte  Verrückung  unseres 
Körpers  lässt  sich  hiernach  bezeichnen  als  zusammengesetzt  aus  6 
Verrückungen,  aus  denjenigen  nämlich,  die  stattfinden,  wenn  nur  je 
eine  der  6  Grössen  8a,  8ß,  8y,  7c\  %,  q   von  Null  verschieden  ist. 

Ist  nur  Öy  von  Null  verschieden,  so  ist  d^  =  0,  ^1^  =  0, 
^g  =  dy;  d,  h.  der  Körper  erleidet  in  der  Richtung  der  ^- Achse  eine 
Verschiebung,  bei  der  alle  seine  Linien  sich  selbst  parallel  bleiben, 
und  die  =  8y  ist.  Ist  nur  8a  oder  nur  8ß  von  Null  verschieden, 
so  erleidet  der  Körper  eine  eben  solche  Verschiebung  in  der  Richtung 
der  |- Achse  um  8  a  oder  in  der  Richtung  der  r;- Achse  um  8ß.  Ist 
n  =  0,  '1=0,  q'  =  0,  so  erfährt  der  Körper  eine  ähnliche  Ver- 
schiebung in  der  Richtung  und  um  die  Länge  der  Linie,  deren  Pro- 
jectionen  auf  die  Achsen  der  ^,  rj,  ^  sind:  8a,  8ß,  8y. 

Ist  nur  q'  von  Null  verschieden,  so  werden  die  Gleichungen  12) 
8^= -in  ~-  ß)  9,  8r]  =  a-a)Q,  8^  =  0. 

Bei  der  hierdurch  bestimmten  Bewegung  bleiben  die  Punkte  der 
Linie  |  =  a,  rj  =  ß  an  ihren  Orten;  eine  solche  Bewegung  nennt 
man  eine  Drehimg  um  die  genannte  Linie  als  Achse.  Ein  Punkt 
ausserhalb  der  Achse  beschreibt  bei  ihr  eine  Strecke,  die 


=  ]/8l^  +  8rf,  d.  h.  =  Q  Yll  -  af  +  (t?  -  ß)\ 

oder  vielmehr  =  dem  absoluten  Werthe  dieses  Ausdrucks  ist.  Die- 
selbe wird  gleich  dem  absoluten  Werthe  von  q\  wenn  (|  —  a)'-  -\- 
iv  —  ß)'  =  1  ist ;  es  ist  daher  der  absolute  Werth  von  q'  der  Drehungs' 
winket.  Wenn  q  positiv  ist,  so  ist  für  Punkte  des  Körpers,  für  die 
%  —  a  positiv  ist,  8^  positiv;  d.  h.  es  hat  die  Drehung  des  Körpers 
dann  in  dem  Sinne  stattgefunden,  in  dem  eine  Linie  um  einen  rechten 
Winkel  gedreht  werden  muss,  damit  sie  aus  einer  Lage,  in  der  sie 
der  |- Achse  parallel  ist,  in  eine  komme,  in  der  sie  parallel  der 
ij- Achse  ist.  Ist  q  negativ,  so  hat  die  Drehung  im  entgegengesetzten 
Sinne  stattgefunden. 

Ist  nur  7t  oder  %  von  Null  verschieden,  so  ist  der  Körper  um 
die  Linie  rj  =  ß,  1  =  y  oder  die  Linie  t,  =  y ,  i,  =  a  um  den  abso- 
luten Werth  von  it  oder  %  gedreht;  den  Sinn  der  Drehung  findet 
man  aus  dem  eben  ausgesprochenen  Satze,  wenn  man  in  ihm  die 
Buchstaben  ^,  i],  t,  und  zugleich  n\  %',  q    cyklisch  vertauscht. 

Sehen  wir  nun  zu,  wie  die  3  eben  besprochenen  Drehungen  sich 
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zusaniiuLusetzen,  wenn  sie  zusammenbestelien.  Die  Gleichungen  12) 
geben  dann 

dl  =  it-y)X-iri-ß)Q 

^v  =  {^  —  (^)  Q  —  {t  —  r)  ^' 

Fassen  wir  Punkte  des  Körpers  ins  Auge,  für  welche 

l  —  a-.ri  —  ß:t,  —  y  =  7i'  '.%  :  Q  14) 

ist;  so  ist  hiernach  für  diese 

dg  =  0,  dYi  =  0,  öt  =  0; 

d.  h.  die  in  Rede  stehende  Bewegung  ist  eine  Drehung,  deren  Achse 
die  Gleichungen  14)  hat.  Das  Quadrat  der  Strecke,  welche  irgend 
ein  Punkt  durchlaufen  hat,  d.  h.  di,"^  -\-  dry^  -\-  d^^,  lässt  sich  leicht 
auf  die  Form  bringen 

(;,'2  +  ^'2  ^   p'2)    ((I  _    ^)2  _^   (^  __  ß^l  ^  (^  _  j,^2) 

—  {71  (t,  —  a)-{-  i  (??  —  /3)  +  Q  K%  —  r))^. 

Wählen  wir  den  Punkt  {%,,  r]^  ^)  nun  so,  dass 

il  -  «)^  +  (^  -  ß)'  +  a  -  y)2  ==  1 
und  .t'  (!-«)  +  X  (n-ß)  +  Qit-y)  =  o 

ist,  d.  h.  so,  dass  die  Linie,  die  ihn  mit  dem  Punkte  |  =  a,  i;  ==  /3, 
^  =  y  verbindet,  die  Länge  1  hat  und  auf  der  (durch  diesen  Punkt 
gehenden)  Drehungsachse  senkrecht  steht;  die  durchlaufene  Strecke 
ergiebt  sich  dann 

=  V^'^+x'  +  q'; 

d.  h.  dieser  Ausdruck  giebt  den  Drehungswinkel  an. 

Es  handelt  sich  noch  darum^  den  Sinn  der  Drehung  zu  bestimmen. 
Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  der  Drehungsachse  eine  bestimmte 
Richtung  zu,  eine  von  den  beiden  entgegengesetzten,  die  wir  ihr  nach 
den  Gleichungen  14)  beilegen  können ;  und  zwar  setzen  wir  die  Cosinus 
der  Winkel,  die  sie  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  gleich 

"'     _  ^1, p'  15) 

wo  die  Wurzelgrösse  mit  dem  positiven  Zeichen  zu  nehmen  ist.  Wir 
wollen  ferner  eine  Drehung  um  eine  bestimmte  Achse  als  positiv 
oder  negativ  rechnen,  je  nachdem  sie  in  dem  einen  oder  dem  ent- 
gegengesetzten Sinne  geschieht,  und  festsetzen,  dass  das  Vorzeichen 
der  Drehung  nicht  in  das  entgegengesetzte  überspringt,  wenn  die 
Drehungsachse  dadurch  eine  andere  wird,  dass  ti',  %',  Q  ^^^^  stetig 
ändern,  ohne  gleichzeitig  zu  verschwinden.  Wir  können  und  wollen 
dann  die  durch  irgend  welche  Werthe  von  Ji\  x,  9  bestimmte 
Drehung  um  die  durch  die  Ausdrücke  15)  bestimmte  Achse  als  eine 
positive  bezeichnen.     Ist  tc'  =  0  und  ;^'  =  0,   so  findet  eine  positive 


48  Fünfte  Vorlesung. 

Drehung  um  die  der  ^- Achse  gleichgerichtete  oder  entgegengesetzt 
gerichtete  Achse  statt,  je  nachdem 

Q 

positiv  oder  negativ,  d.  h.  je  nachdem  q  positiv  oder  negativ  ist. 
Eine  positive  Drehung  um  die  ^- Achse  findet  daher  in  dem  Sinne 
statt,  in  dem  eine  Linie  um  einen  rechten  Winkel  gedreht  werden 
muss,  damit  sie  aus  einer  Lage,  in  der  sie  der  ^- Achse  parallel  ist, 
in  eine  komme,  in  der  sie  parallel  der  i^- Achse  ist.  Um  die  Vor- 
stellung von  einer  positiven  Drehung  um  irgend  eine  Achse  zu  er- 
leichtern, bemerken  wir  noch  Folgendes. 

Gesetzt,  das  Coordinatensystem  sei  der  Art,  dass,  wenn  eine 
menschliche  Figur  so  gestellt  ist,  dass  die  von  den  Füssen  nach  dem 
Kopfe  gehende  Linie  der  ^- Achse  parallel  ist,  und  die  Figur  in  der 
Richtung  der  ^- Achse  hinsieht,  die  |- Achse  nach  ihrer  Rechten  ge- 
wendet ist.  Eine  positive  Drehung  der  Figur  bringt  dann  ihre  rechte 
Seite  nach  vorne.  Eine  positive  Drehung  um  irgend  eine  Achse 
bringt  die  rechte  Seite  der  Figur  auch  nach  vorne,  falls  sie  so  ge- 
stellt ist,  dass  die  Drehungsachse  von  den  Füssen  zum  Kopfe  geht. 

Nach  den  angestellten  Betrachtungen  können  wir  sagen:  be- 
trachtet man  n,  %^.  ^'  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  dem 
Coordinatensysteme  der  §,  7^,  t,,  so  giebt  die  Richtung  der  von  dem 
Anfangspunkte  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Linie  die  Richtung 
der  Drehungsachse  an,  um  die  eine  positive  Drehung  stattgefunden 
hat,  und  ihre  Länge  die  Grösse  dieser.  Man  beurtheilt  hiernach 
leicht,  wie  die  Werthe  von  ;r',  %^  p',  die  einer  bestimmten  Drehung 
entsprechen,  sich  ändern  mit  dem  Coordinatensystem;  sie  ändern  sich 
so,  wie  die  Componenten  einer  Geschwindigkeit  oder  einer  Kraft; 
man  nennt  sie  auch  die  Componenten  der  Drehung  nach  den  Coor- 
dinatenachsen. 

Man  sieht  ferner,  dass  jede  unendlich  kleine  Verrückung  des 
Körpers  (die  durch  die  Gleichungen  12)  dargestellt  ist)  sich  ansehen 
lässt  als  zusammengesetzt  aus  einer  Drehung  um  eine  gewisse,  durch 
den  willkührlich  gewählten  Punkt  |==a,  r\  =  ^^  %==  y  gehende 
Achse  und  einer  Verschiebung,  bei  der  alle  Linien  des  Körpers  sich 
selbst  parallel  bleiben. 

Ganz  ähnliche  Betrachtungen,  wie  wir  sie  über  die  Gleichungen  12) 
angeitellt  haben,  hätten  wir  an  die  Gleichungen  13)  knüpfen  können. 
Setzen  wir 

^  «  —  yyl  -\-  ^Q  =  ^' 

dß  ■ —  üq'  -\-  yTc'  =  [i'  IG) 

dy  —  ß^'  -\-  «/  =  v, 
so  werden  diese 


§  2.     Schraubenbeweguüg.  4!> 

ö^  =  A'  +  ^x  —  V9 

ör]^ii'  +  tQ'  -^Tt'  17) 

Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass  die  gedachte  Verrückung  des  Körpers 
angesehn  werden  kann  als  zAisammengesetzt  aus  einer  Drehung  um 
eine  durch  den  Anfangspunkt  der  ^,  rj,  t,  gehende  Achse,  deren  Com- 
ponenten  it',  %,  q  sind,  und  einer  Verschiebung,  deren  Componenten 
A',  ^',  v  sind.  Die  Componenten  der  Drehung  sind  dieselben,  als 
wenn  die  Drehungsachse  durch  den  Punkt  ^  =  a,  r]  =  ß,  ^  =  y  gehend 
angenommen  wird,  die  Componenten  der  Verschiebung  aber  andere, 
wie  die  Gleichungen  12)  zeigen. 

Die  Gleichungen  17)  gelten  für  jedes  Coordinatensystem ;  wählt 
man  dieses  passend  nach  der  zu  betrachtenden  Verrückuug,  so  lassen 
sie  eine  erhebliche  Vereinfachung  zu.  Man  lege  die  ^- Achse  parallel 
der  Achse  der  Drehung,  welche  sich  als  der  eine  Theil  der  Verrückung 
bei  Benutzung  irgend  eines  Coordinatensystemes  ergiebt;  dann  wird 
^'  =  **;  z'  =  ^^  ^^^^  fliö  Gleichungen  17)  werden 

di  =  A'  —  rjQ' 
örj  =  (i'  -\-  §p' 
d'^  =  v'. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  es  eine  gerade  Linie  giebt,  und  zwar  eine 
der  ^-Achse  parallele,  für  deren  Punkte  d|  =  0  und  dr}  =  0  ist,  di^ 
Linie  nämlich;  deren  Gleichungen      "^  "^ '*'•'"■';><''• /-^/-^'-^  ■^^•4^ 

sind.  In  diese  Linie  verlege  man  die  ^-Achse;  dann  wird  A'  ==  0 
und  ^'  =  0,  also: 

6§=  —  rjQ 

dr]  =  |p' 

Die  durch  diese  Gleichungen  dargestellte  Bewegung  nennt  man  eine 
Schraubenhcweijiinf/ ,  die  ^- Achse  die  Achse  derselben;  sie  ist  zusam- 
mengesetzt aus  einer  Drehung  um  diese  und  einer  Verschiebung  in 
ihrer  Richtung.  Die  allgemeinste  unendlich  kleine  Bewegung  eines 
Systemes  fest  mit  einander  verbundener  Punkte  ist  also  eine  Schrau- 
benbewegung. 

§3. 

Durch  die  Gleichungen  17)  haben  wir  die  Verrückungen  aller 
Punkte  des  betrachteten  Systemes  oder  Körpers  ausgedrückt  durch 
die  G  von  einander  unabhängigen,  unendlich  kleinen  Grössen  A',  ^i,  v, 
^'}  X ;  9 )  ^^^  sich  auf  das  Coordinatensystem  der  |,  rj,  ^  beziehn.  In 
ihnen  ist  die  Verrückung  des  Körpers  dargestellt  als  zusammengesetzt 

Kirch  hoff,    Mechanik.  -l 


50  I'ünfto  Vorlesung. 

aus  einer  Drehung  um  eine  durch  den  Punkt  ^  =  0,  >;  =  (),  S  =  0 
gehende  Achse  und  einer  Verschiebung;  A',  fi',  v  sind  die  Compo- 
nenten  der  Verschiebung,  tt',  'i,  q  die  Componenten  der  Drehung 
nach  den  Achsen  der  ^,  tj,  ^.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die 
Verrück ungen  aller  Punkte  ausdrücken  durch  6  andere  von  einander 
unabhängige  Grössen,  welche  sich  auf  das  Coordinatensystem  der 
X,  y,  z  bei  der  Lage,  welche  dieses  vor  der  Verrückung  des  Körpers 
hat;  beziehen.  Wir  nennen  diese  6  Grössen  w',  v\  w,  p ,  q ,  r  und  de- 
finiren  sie  durch  die  folgenden  Gleichungen: 

'  '^^J^^-^*'  ^-•t^-'^*  //  =  a^da  -\-  ß^Öß  -f-  y^Öy 

lo'  =  «gd«  -\-  ß.^dß  -{-  y.^dy 
und  ;/  =  a.^da.y  +  ß^8ß.^  -f"  y.;^Sy.,        ^ 

^    q'  =  a,  0^3  +  ß^dß.  -\-  7,  8y,,      '"^'^ "  1!)) 

r  =  a,da^  +  ß.,Öß^  -\-  y.Jy^. 

Verbindet  man  die  3  letzten  mit  denen,  die  durch  Variation  der 
Gleichungen  3)  sich  ergeben^  nämlich  mit 

0  =  ar,da.,  4-  ß^öß-i  +  y->^y-> 

0  =  «s^ßg  +  ß.Jß.,  +  yjy., 

—  p'  =  a^8a.^  +  ß^8ß.^  +  y^8y. 

—  r'  =  «1  d^a2  +  ßi  ^ßi  +  ri  ^>2  . 
.so  findet  man  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  4): 

^a^  =  a.^r  —  «.}{/'       da.,  =  «g//  —  «j/*'       8a^  =  a^q  —  a.^p 
dß,  =  (Cr  -  ßlq        ößl  =  ß,p  -  ß,r        dß,  =  ß,q'  -  ^J/^'  20) 
dy^=  y,r  —  ^-gr/       dj^j  =  ViP  —  T-i^''       ^>3  =  Ti  'i  —  YiP- 

Bildet  man  nun  die  Componenten  der  Verrückung  des  Punktes  {x,  y,  z), 
oder,  was  dasselbe  ist,  des  Punktes  (^,  tj,  ^)  nach  den  Achsen  der 
X,  y,  z,  d.  h.  die  Werthe  von 

a^8%  -\-  ßy^^ri  -\-  y^ 6t,  iw*"^^^ 
a.,bl-^ß.,6n^y^n        ■■ 
a.^Ö^  +  ßjv  -i-?:i^^t, 
so  findet  man  hierfür  aus   den  Gleichungen  9)    mit  Hülfe  von    18) 

und  20) 

u  -\-  zq  —  yr  x  (^.^y^^^.'U 

v'  +  xr  —  zp         'c    -  "■■;  21) 

iv  -\-  yp  —  xq. 

Diese  Ausdrücke  haben  dieselbe  Form,  als  diejenigen,  welche  in  17) 
für  d^,  Ör]^  öt,  angegeben  sind;   aus  ihnen  geht  hervor,   dass  die  in 


§   l.     Abliängigkoit  der  Drohungsmoinento  von  den  Achsen.  f)j 

Rede  stelieiule  VeiTÜckung  angesehen  wertlen  kann  als  zusanimeu- 
gesetzt  aus  einer  Drehung  um  eine  durch  den  Punkt  a:  =  0,  y  =  0, 
z  =  0  gehende  Achse  und  einer  Verschiebung ,  deren  Componenten 
nach  den  Achsen  der  x,  y,  z  resp.  sind  p\  q,  r   und  u,  v,  ic. 

Da  p,  (/,  r  und  % ,  %,  q  die  Componenten  derselben  Drehung 
nach  den  Achsen  der  x,  y,  z  und  denen  der  ^,  ri,  %  sind,  so  muss 
nach  einer  von  uns  auf  Seite  48  gemachten  Bemerkung 

V  =  a,  :r'  4-  /3i  i  +  y^  q 

sein;  mit  Leichtigkeit  ergeben  sich  diese  Gleichungen  aus  19)  und  11) 
bei  Rücksicht  auf  6)  und  7). 

Verwickelter  sind  die  Gleichungen,  welche  ?/',  v',  w  dui'ch  A',  ^',  v , 
7t\  x,  Q   ausdrücken;  sie  ergeben  sich  aus  18)  und  IG): 

u'  =  «,A'  4-  /3|fi'  +  yyV 

+  i7i  ß  —  ßi  y)  ^  +  («1  y  -  y\  «)z'  +  ^ß\ «  —  «i  ß)  9 

v'  =  «.,A'  -f  ß.,fi'  +  y^v 

+  iy-iß  -  ß-ir>'  +  («2?^  -  y->^)x  +  (z^..«  -  'hß)9        -'•^) 


§  4. 

Wir  knüpfen  an  diese  Auseinandersetzungen  noch  die  folgondo 
Bemerkung. 

Nach  den  Definitionen,  die  wir  von  der  Arbeit  und  von  der  Zu- 
sammensetzung unendlich  kleiner  Verrückungen  gegeben  haben,  ist 
die  Arbeit  von  Kräften,  die  auf  ein  System  materieller  Punkte  wir- 
ken, für  irgend  eine  unendlich  kleine  Verrückung  des  Systemes,  die 
als  zusammengesetzt  aus  mehreren  betrachtet  werden  kann,  gleich 
der  Summe  der  Arbeiten  derselben  Kräfte  für  diese.  Nun  sei  die 
Verrückung  eine  solche,  bei  der  die  relative  Lage  der  Punkte  unge- 
ändert  bleibt;  die  Arbeit  für  dieselbe  kann  dann  gesetzt  werden 

=  Xu'  -\-  Yv  -{-  Ziv  +  ]\h.p'  +  Myq  4-  JA/-'  24) 

oder  auch 

=  ÄA'  +  Ha  4-  Zi/  4-  Min  4-  M,a  4-  ^^h.Q  ,  'iö) 

wobei  X,  Y,  Z,  S,  IJ,  Z  die  Summen  der  Componenten  der  Kräfte 
nach  den  Achsen  der  x,  y ,  z  und  \,  rj,  ^,  M:c,  M,j,  M-,,  v¥,-,  />/,;,  yV; 
die  Drehungsmomente  der  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Achsen  der  x,  y,  z 
und  I,  )/,  t,  bedeuten;  es  geht  das  aus  den  Bemerkungen  hervor,  die 
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in  der  vorigen  Vorlesung  über  die  Summen  der  Componenten  und 
die  Drehungsmomente  eines  Kräftesystems  gemacht  sind.  Die  beiden 
für  die  Arbeit  aufgestellten  Ausdrücke  müssen  einander  gleich  sein, 
sobald  die  Gleichungen  22)  und  23)  bestehn.  Substituirt  man  aus 
diesen  die  Werthe  von  ti,  v ,  iv,  p ,  q ,  r  und  setzt  die  Coefficienten 
von  l',  ^',  i>' ,  %\  %,  Q   einander  gleich,  so  erhält  man 

^  =  cfj  .r  -(-  a.,V  -\-  a^Z 
lI  =  ß,X-i-ß,F-{-ß,Z 

m  =  (y, ^  -  /5,  y) A'  +  (y,ß  -  ß^y)  ^  +  {vJ  -  ß,v) ^ 
M,^  =  («j  j/  —  y  I  a)  X  +  {cc^y  —  y-i  ^)  ^'  +  (''^i!  y  —  y-, «)  -^ 

Mt  =  (ß,a~  a^ß)X-^{ß.,a~a,,ß)r  -\-  {ß,a  -  a,ß)Z 

Diese  Gleichungen  lehren,  wie  die  Summen  der  Componenten  und 
die  Drehungsmomente  eines  Kräftesystems  sich  ändern,  wenn  man 
von  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem  zu  einem  ^andern  über- 
geht. Die  3  letzten  von  ihnen  vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn 
die  beiden  Coordinatensysteme  denselben  Anfangspunkt  haben,  d.  h. 
a  =  0,  /3  ==  0,  y  =  0  ist;  sie  werden  dann 

i/,-  =  «j  i/^  +  a.,  My  +  rr.j  M, 
M,,  =  ß^  M.r  +  ß.  My  4-  ß,,  M.. 
Mt  =  y,  M.,  +  y,  My  +  y,,  M-^ 
oder  auch 

M.,  =  «i  Mi  +  ß,  M,,  +  y^  Mt 
jy^  =  a^Mi-\-  ß.,  M,,  -i-  y,  Mt 
M.^  =  a,M^-\-ß,M„-{-y,Mi 

und  zeigen,  dass,  wenn  M,r,  My,  M.  als  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  in  dem  Systeme  der  x,  y,  z  eines  Punktes  angesehen  werden, 
die  Lage  dieses  Punktes  von  den  Richtungen  der  Coordinateuachsen 
unabhängig  ist.  Das  Drehungsmoment  in  Bezug  auf  ilie  Achse,  die 
durch  diesen  Punkt  und  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht, 
heisst  das  Ilanptdrchimgsmoment. 

Ist  statt  des  Kräftesystemes  eine  einzige  Kraft  vorhanden,  deren 
Componenten  X,  F,  Z  sind,  und  deren  Angriffspunkte  die  Coordina- 
ten X,  y,  z  hat,  so  ist  nach  der  bei  dem  Ausdrucke  10)  der  vorigen 
Vorlesung  gegebenen  Definition  der  Drehungsmomente 

X   M.^  =  yZ  —  zF,-'My  =  zX  —  xZ,   M,  =  xF  -yX. 

Pie  Achse  des  Hauptdrehungsmomentes   ist  dann   senkrecht  auf  der 
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Kiclitung  der  Krall  und  auf  der  Linie,  die  voiu  Anfangspunkte  nach 
dem  Punkte  (x,  y,  z)  gezogen  ist;  denn  es  ist 

XM.-C    +     YMy    -^    ZM;=^  () 

und  xM^  -j-  nMy  -\-  zM^  ^  0.       ''"' 

Das  Hauptdrehungsmoment  ist 

oder        =  VW-fy'  +  ^')  (^'  Vr^T^'h^T^^Xf'yY+'zZf, 

d.  h.  gleich  dem  absoluten  Werthe'  des  Products  aus  dem  Abstände 
des  Punktes  (.r,  y,  z)  von  dem  Anfangspunkte,  der  Grösse  der  Kraft 
und  dem  Sinus  des  Winkels,  den  die  Richtung  der  Kraft  mit  der 
Linie  bildet,  die  den  Anfangspunkt  mit  dem  Punkte  {x,  y,  z)  ver- 
bindet. 


> 


•ö  '»'  ^-t^- 


^^-rr^  ^^-"^ 


Sechste  Vorlesung. 

(Lebendige  Kraft  eines  bewegten  starren  Körpers.  Trägheitsmomente. 
Hauptachsen.  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  für 
den  Fall,  dass  dieser  frei,  und  den  Fall,  dass  ein  Punkt  desselben  fest  ist.) 


§   1- 

Wenn  ein  System  fest  verbundener  materieller  Punkte  sich  be- 
wegt;  so  ist  die  Verrückung,  welche  dasselbe  in  einem  Zeitelement 
dt  erleidet,  eine  solche,  wie  wir  sie  in  der  vorigen  Vorlesung  erörtert 
haben.  Wir  können  daher  in  allen  dort  abgeleiteten  Formeln  für 
das  Zeichen  Ö  das  Zeichen  d  setzen,  welches  die  Veränderung  anzei- 
gen soll,  die  die  durch  den  folgenden  Buchstaben  bezeichnete  Grösse 
in  dem  Zeitelement  dt  erleidet.  Die  sämmtlichen,  mit  gestrichenen 
Buchstaben  bezeichneten,  unendlich  kleinen  Grössen  müssen  dann 
mit  dt  proportional  sein;  wir  setzen  eine  jede  von  ihnen  gleich  dl, 
multiplicirt  mit  einer  Grösse,  die  wir  mit  demselben,  ungestrichenen 
Buchstaben  bezeichnen.  Ein  Buchstabe ,  der  mit  einem  Striche  ver- 
sehn eine  Componente  einer  Verschiebung  oder  Drehung  bedeutet, 
bedeutet  dann  ohne  Strich  die  entsprechende  Componente  einer  Ge- 
schwindigkeit oder  Drehungsgeschwindigkeit  zur  Zeit  t. 

Den  Ausdrücken  21)  der  vorigen  Vorlesung  zufolge  sind  dann 

u  -{-  zq  —  yr 

V  -\-  xr  —  zp  1) 

«^'  +  yp  —  ^Q 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  eines  der  Punkte  nach  den 
Achsen  der  x,  y ,  z  bei  der  Lage,  welche  diese  zur  Zeit  /  haben; 
die  Bewegung  kann  angesehen  werden  als  zusammengesetzt  aus  einer 
Drehung  um  eine  durch  den  Punkt  a;^=0,  y  =  0,  z  =  0  gehende 
Achse  und  einer  Verschiebung;  p,  q,  r  sind  die  Componenten  der 
Drehungsgeschwindigkeit,  w,  Vy  iv  die  Componenten  der  Geschwin- 
digkeit der  Verschiebung  nach  den  Achsen  der  x,  y,  z. 

Aus  den  Ausdrücken  1)  findet  man  durch  Quadriren  und  Addiren 
das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  {x,  y,  z)\  nennt  man  tri 
die  Masse  dieses  und  T  die  lebendige  Kraft  des  Systemes,  so  ist 
hiernach 


§  1.     Lebendige  Kraft  eines  starren  Körpers.  f,-, 

2  7=2  "'    {("  +  ^V  -  Ury-^iv  +  xr  -  z/jf  +  {w  +  ijp  -  .,vy)-'}, 

wo  die  Summe  in  Bezug  auf  alle  materiellen  Punkte  des  Systemes 
zu  nehmen  ist.     Entwickelt  ist  diese  Gleichung: 

2  7'=  («-^  -f  >■"•  +  w"^)   V  m 

-\-  2  {vr  —  ivq)  ^ mx -j- 2 (?6'/?  -  ?yr)  ^  wy -f  2  {vq  —  vp)  'S^  mz 

—  2q7'  "^mtjz  —  2rj)  "^iuzx  —  2pq  ^  jnxy   ; 

sie  zeigt,  dass  T  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  6  Ar- 
gumente u,  V,  w,  j),  (],  r  ist,  deren  Coeflicienten  von  den  Massen  der 
Punkte  j  ihrer  relativen  Lage  und  der  Lage  der  Achsen  der  x,  y,  z 
abhängen.  Die  allgemeinste  homogene  Function  zweiten  Grades  von 
6  Argumenten  enthält  21  von  einander  unabhängige  Coefficienten ; 
T  enthält  deren  nur  10,  und  diese  Zahl  kann  durch  passende  Wahl 
des  Achsensystemes  auf  4  herabgesetzt  werden. 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  betrachten  wir  zunächst 
eine  Bewegung,  bei  der  ?/  =  0,  v  =  0,  w  =  0  ist,  bei  der  also  der 
Körper  —  um  unser  System  wieder  so  zu  nennen  —  sich  um  den 
Punkt  x  ==  0,  y  =  0,  2  =  0  dreht.     Dann  ist 

2  7=  ;/-'  y^  m  [i/ -f-  z')  +  q'  V  m  (z^  -|- x')  +  r"-  V  m  {x'  +  y') 

—  2qr  y   ?nyz  —  2ry>   ^^  mzx  —  2pq  %   mxy 

und  der  Körper  dreht  sich  um  die  Achse,  die  mit  der  Linie  zusam- 
mentallt,  welche  von  dem  Punkte  a;  ==  0,  y  ==  0,  z  =  0  nach  dem 
Punkte  x=i),y  =  q,  z  ■=  r  gezogen  werden  kann,  mit  einer  Drehungs- 
geschwindigkeit, die  der  Länge  dieser  Linie  gleich  ist.  Setzen  wir 
fest,  dass 

r  =  i 

sei,  so  liegt  der  Punkt  (y>,  (j,  r)  auf  der  Fläche 

1  =  //■'  ^  m  {if-  +  ;•-')  +  q'-  2  m  (j'^  +  .f ■-•)  +  /•■-'  2  m  {x'  +  y') 

—  2qr  ^  myz  —  2rp   ^  mzx  —  2pq  %   mxy  ,  '^^ 

also  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades,  deren  Mittelpunkt  der  Anfangs- 
punkt der  X,  y,  z  ist.  Jeder,  von  diesem  Punkte  aus  gezogene  radius 
vector  der  Fläche  ist  der  Drehungsgeschwindigkeit  gleich,  Avelche  der 
Körper  haben  muss,  wenn  er  um  ihn  sich  dreht  und  die  lebendige 
Kraft  \  besitzen  soll.     Aus   diesei-  Bedeutung'  der  Fläche  folgt,  dass 
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sie  von  den  Richtungen  der  Achsen  der  x,  y,  z  unabhängig  ist;  legt 
man  diese  in  die  Hauptachsen  der  Fläche,  so  müssen  die  mit 
Q^}  f'P>  PQ  behafteten  Glieder  verschwinden,  es  muss  dann  also 


und 


^  my. 


-0, 


^  mzx 


0,      'S^m.xij='0 


(y-  +  z')  +  ^/'^m  {z^  +  x')  4-  r^'  ^  m  (x'  -f  f/) 


die  Gleichung  der  Fläche  sein.  Aus  dem  Umstände,  dass  die  Coefficien- 
ten  von  ]ß,  g"^,  r-  in  dieser  Gleichung  positiv  sind,  ist  zu  schliessen, 
dass  die  Fläche  ein  Ellipsoid  ist.  Die  Hauptachsen  desselben  nennt 
man  auch  die  Hauptachsen  des  Körpers  für  den  Anfangspunkt  der 
X,  y,  z. 

Bei  beliebigen  Richtungen  der  Coordinatenachsen  nennt  man 

^  m  (x-'-'  +  y') 

das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  z- Achse.  Es  ist 
dasselbe  gleich  dem  recijDroken  Quadrate  des  radius  vector  des  Ellip- 
soids  3),  welcher  mit  der  z- Achse  zusammenfällt;  denn  setzt  man 
p  =  0  und  (/  ==  0,  so  wird  r  gleich  der  Länge  dieses  radius  vector 
und  die  Gleichung  3)  giebt 

2  m  (x-'  +  U')  =  ^   . 

Die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Hauptachsen  des  Ellipsoids  3) 
nennt  man  die  Hauptträff/witsmomenfe  des  Körpers  für  den  Anfangs- 
punkt der  X,  y,  z;  sie  sind  die  reciproken  Quadrate  seiner  Halbachsen. 
Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine  Achse 
von  gegebener  Richtung  ändert  sich,  wenn  diese  Achse  sich  selbst 
parallel  verschoben  wird.  Welches  diese  Aenderung  ist,  sieht  man 
leicht  ein,  wenn  man  neben  dem  Coordinatensystem  der  x,  y,  z  ein 
zweites ,  das  der  x^,  y^,  z^  einführt.  Beziehen  sich  die  Zeichen 
X,  y,  z  und  x^,  y, ,  z^  auf  denselben  Punkt,  so  soll 

sein,  wo  a^  h,  c  Constanten  bedeuten;  dann  ist 

Die  hier  auftretenden  Summen   ^  mx  und  ^  my  sind  die  mit  der 

Masse  des  Körpers  multiplicirten  x  und  y  Ordinaten  seines  Schwer- 
punktes; legt  man  den  Anfangspunkt  der  x,  y,  z  in  den  Schwer- 
punkt, so  verschwinden  sie  und  man  hat 


^\m  Gr,2  +  y,2)  =  2  m  (a;^  +  y^^  +  («^  _|_  ^,2)  ^ 


m. 
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Da  die  s-Achse  jede  beliebige  Richtung  haben  kann,  so  spricht  diese 
Gleichung  den  Satz  aus,  dass  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in 
Bezug  auf  eine  beliebige  Achse  =  ist  dem  Trägheitsmomente  des- 
selben in  Bezug  auf  eine  Achse,  die  der  gegebenen  parallel  durch 
den  Schwerpunkt  gelegt  ist,  -{-  dem  Produkte  aus  der  Masse  des 
Körpers  in  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  der 
gegebenen  Achse. 

Nach  den  nun  gemachten  Auseinandersetzungen  erkennt  man 
leicht  die  Lage,  die  man  dem  Coordinatensysteme  der  x,  y,  z  erthei- 
len  muss,  um  den  in  der  Gleichung  2)  für  die  lebendige  Kraft  T 
gegebenen  Ausdruck  auf  die  einfachste  Form  zu  bringen.  Man  hat 
zu  diesem  Zwecke  als  Anfangspunkt  der  x,  y,  z  den  Schwerpunkt 
des  Körpers  zu  wählen  und  als  Achsen  der  x,  y,  z  die  Hauptachsen 
für  den  Schwerpunkt.     Die  Gleichung  2)  wird  dann 

2T=  (m2  -I-  i;?  4-  IU-)  Vm  +  //^  V  m iy''  +  z')  +  q'^  m  (z^  _^  x^) 

_|_  ^2  ^  ^  (^2  _j_  y2j^ 
§    ^. 

Es  sollen  nun  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines 
freien,  starren  Körpers  aus  dem  Hamilton'schen  Principe,  also  der 
Gleichung  9)  der  dritten  Vorlesung  abgeleitet  werden.  Nach  den 
an  der  angeführten  Stelle  gemachten  Auseinandersetzungen  hat  man 
zu  diesem  Zwecke  die  Variation  der  lebendigen  Kraft,  ö  T,  und  die 
Arbeit  der  wirkenden  Kräfte,  U' ,  für  irgend  eine  Variation  der  Lage 
des  Körpers  zu  bilden  und  die  Summe  8T  -\-  U'  auf  die  Form 

zu  bringen,  wo  die  Grössen  £  unendlich  kleine,  von  einander  unab- 
hängige Grössen  sind,  die  die  Variation  der  Lage  des  Körpers  be- 
dingen. Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind  dann  die 
Gleichungen 

^  =  ^-  4) 

Wir  nehmen  die  Bezeichnungen  der  vorigen  Vorlesung  wieder  auf; 
für  die  Grössen  £  können  wir  dann  entweder  «',  v ,  iv,  p ,  q,  r  oder 
A',  yi ,  v,  %',  i,  Q  wählen;  wir  erhalten  die  gesuchten  Differential- 
gleichungen dadurch  in  zwei  Formen,  von  denen  eine  jede  eigen- 
thümliche  Vorzüge  besitzt.  Die  Arbeit  U'  wird  in  dem  ersten  Falle 
durch  den  Ausdruck  24),  in  dem  zweiten  durch  den  Ausdruck  25) 
der  vorigen  Vorlesung  unmittelbar  in  der  verlangten  Form  angege- 
ben. Einige  Rechnung  aber  erfordert  die  Bildung  des  Ausdrucks 
für  ÖT. 
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Da,  wie  wir  bewiesen  haben,  T  ausschliesslich  eine  Function  von 
u,  V,  w,  p,  q,  r  und  Constanten  ist,  so  hat  man  zunächst 

0  J   =    ^:^-  du  -f-   ö  -  OV    4-   ,,       OIV  CN 

CH  '       OV  f  W  O) 

+  1^'  öp  J^ll  öq^  i^  dr   ■ 

Op  Cq  ^     er  ' 

wir  suchen   die   G  Variationen  öu,  öv,  dw,  dp,  dq,  ör  zuerst  durch 
u',  v,  w' ,  p ,  q\  r   auszudrücken.     Wir  gelangen   hierzu,   indem  wir 
benutzen,  dass  die  Variation  des  Differentialquotienten  einer  Function 
gleich  dem  Differentialquotienten  der  Variation  der  Function  ist. 
Nach  den  Gleichungen  18)  der  vorigen  Vorlesung  ist 

und  nach  der  Bemerkung,  die  den  Ausgangspunkt  dieser  Vorlesung 
bildete,  daher  auch 

du  ,  , 

-,-    =  a,ii  -4-  c(.>v  ■+-  a..w. 

dl  '        1        -        1       .) 

Bilden  wir  nun  die  Gleichung 

dSa.  ft  '^^ 

ITt  dt 

und  benutzen,  dass  nach  20)  der  vorigen  Vorlesung 

da,  =  a.,r'  —  a.j«/',  8a^  =  a^p  —  or,r',  8a.^  =  «i*/'  —  ^xV ^       ö) 

also  auch 

du\  da,  da-f  r/^ 

dt     =  ^'^^'  ~  ";''^'    llf  =  ^^^^  ~  ^^"''^    'di  =  ^\'i~  "iP  ') 

ist,  so  ergiebt  sich 

0  ==  a,  (''' —  du  -\-  vr'  —  V  r  -\-  w  q  —  wtl\ 

-\-  f^ii-fj  —  öy  -j-  wp   —  IV  p  -f-  UV  — ^  ur'\ 

+  ^'  ("f/T  —  ^w  -\-  uq  —  u'q  -{-  v  p  ~  vp'\  . 

Beachtet  man  nun,  dass  die  Rechnung,  die  uns  zu  diesem  Resultate 
geführt  hat,  auch  gilt,  wenn  man,  ohne  sonst  etwas  zu  ändern,  den 
Buchstaben  a  durch  den  Buchstaben  ß  oder  y  ersetzt,  dass  also  auch 
die  gefundene  Gleichung  bei  einer  solchen  Veränderung  richtig  bleibt, 
so  folgt  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3)  der  vorigen  Vor- 
lesung : 

ö u  ■■=■-.  -y  -{-  vr  —  v  r  -j-  'iv  q  —  w q 

dv  =  -^  -\-  IV p  —  w  p  -j-  u'r  —  ur  8) 

div=='^  -\-  uq    —  u  q  -\-  V  p  —  vp. 
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Ulli  öj),  ()q,  ör  zu  finden^  entwickeln  wir  die  Gleichung 

ddui    s.  äUf 

~dr~  ~"         dt    ' 

indem  wir  die  Gleichungen  6)  und  7)  benutzen;  dadurch  ergiebt  sich 
^^  ^  "•-'  (S"  ~  ^''  +  ^^^^'  "  P^) 


—  «;!  fö  —  <^''?  +  ^/^'  —  r'pj 


Diese  Gleichung  bleibt  richtig,  wenn  an  Stelle  des  Buchstaben  k  der 
Buchstabe  ß  oder  y  gesetzt  wird,  und  auch,  wenn  man  die  Indices 
1,  2,  3  und  zugleich  die  Buchstaben  p,  q,  r  cyklisch  vertauscht. 
Daher  folgt  aus  ihr  mit  Hülfe  der  Gleichungen  3)  der  vorigen  Vorlesung: 

dp=  y^  ■\-  qr  —  lir 

ö'/  =  ^  +  rp  —  r  p  9) 

VN  dr      ,  ,  / 

ö/-=  ^^  -^  pn  ~  p  (i  ' 

Wir  drücken  nun  6u,  dv,  div,  dp,  dq,  dr  durch  A',  ^',  v ,  % ,  %,  q' 
aus,  zu  diesem  Zwecke  benutzen  wir  die  Gleichungen 

!/7  =  «1  ?<  +  «■'  V  +  K'iW  ,     da  =  X'  -\-  yx  —  ß  q, 

von  denen  die  zweite  unter  den  Gleichungen  16)  der  vorigen  Vor- 
lesung sich  befindet.  Nach  den  Gleichungen  1 1)  der  vorigen  Vor- 
lesung ist 

Öa^  =y^i  —  ß^(j',    Öa.^  =  y^i  —  ß.^qf ,    Ö a.^  =  y^^   —  ß.^Q  , 

und  ferner  ist 

^7  =  ßiU-\-  ß., V  -\-  ß., IV ,     'l^'l  =  riu  +  y-,v  -^y.^iv. 

Hiernach  wird  die  Gleichung  ^-77  =  ~jt  '• 

a,  du  +  a,dv  +  a.dzv  =  §+?  ^  -  ß  '/^  • 
Nun  darf  man  die  Buchstaben 

X,     (i,     V 
^,    X,     Q 
gleichzeitig  cyklisch  vertauschen;  daher  ist  auch 

/>    V        1      />    »        1/14  dM,      ,  da  dn 

ß^öu^r  ßzöv  +  ß.dto  =.  -^^  +  ß  -i-  _  y  — 

4  1  4  1  4-  dv'         ,  O      '^^'  '^X 

y,du-{-y.,dv -i-y.,dio  =  — -\- ß    ,^—^01^ 
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woraus    bei    Rücksicht    auf    die    Olcichuugen    3)    der    vorigen    Vor-    j 
lesung  folgt: 


V  dX      .     n    du,      I  dv 

^    dl      '     '  '    r/<    ^^  '  '    dl 

dn 


+  {y^ß  -  ß^y)  "Jl  +  («,y  -  y, «)  'l^  +  (^,« 


ß) 


dg^ 
dt 


V  dX'    ,     a    du.      ,  dv 


dl 


+  inß  -  /5.r)  '5^'  +  («.r  -  r.«)  ^f'  +  C^.«-  ^hß)'. 


dt   '  ''-'      ''■^"''  dl 

i  dX'    ,     n    du!     ,  dv 

+  (73/5  -  ß,y)  ^y  +  Kr  -  ra«)  ^'  +  (^3- 


dl 


10) 


Um  6p,  öq,  dr  zu  finden,  entwickeln  wir  die  Gleichung  d  '-^  ==  ~^T' ' 


=  a.,r 


a.^q,     öa^^ya'  ~ßiQ 


dß 


dt 
dy, 


indem  wir  setzen 

dui 
lü 

und  benutzen,  dass 

^fH  =  y-ii  —ßiQ 

«^«a  =  ya  —  ßiQ 
ist;  so  ergiebt  sich 

Hieraus  folgt  durch   cyklische  Vertauschung  der  Buchstaben  u,  ß,  y 
und  n,  %,  q: 

ß,dr-ß,dq  =  a,f^—y/^ 


^  =  ß,r  -ß,q 
^,  =y.r-y,q 


y2^r  —  y.^dq  ==  ß^ 


dn 
dl 


dt 


Diese  3  Gleichungen  geben  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6)  und 
7)  der  vorigen  Vorlesung 


^^^'''^--di^^-^-ii^y^ii 

V  dn      ,     a    dx      ,  dg 

^'  =  ^-^~dt^^-^ii^y-^-di^ 


H) 


woraus  durch  Vertauschung   der  Indices  1,  2,  3  und  der  Buchstaben 
p,  q,  r  auch  folgt: 

t  dn      .     n    dr      ,  dq'  <<-. 


Nun  setzen  wir  zunächst  die  in  8)  und  9)   für  d?/,  6v,  öw,  dp, 
dq,  Ö7'  gegebenen  Ausdrücke  in  die  Gleichuiig  5)  für  8  T,  setzen  für 
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/"  den  Ausdruck  24)  der  vorigen  Vorlesung  und  bilden  die  Glei- 
chung 4),  indem  wir  für  f  der  Reihe  nach  u ,  v ,  w' ,  p ,  q' ,  r  wählen. 
So  erhalten  wir 

dT 


A 
ät 

!L 
dt 

_d_ 
dt 


dT 
du 

ar 

dv 

dT 


dv 


'i'l+x 


=  )^  —  r 

^   dw 


=  (l 


d_T 

du 


—  P 


dw 
dT 

du 

djT 

du 


+  y 

+  z 


12) 


und 


dt 
d 

dt 
d 

dt 


dT 

dp 
dJT 
cq 

djf 

dr 


dT 

W    77— 

CV 

dT 

U    5 
dT 

ÖU 


oT    .        cT  dT    .     ^j 


dw 


dl 


dT    .        dT 

(u    '    ^   dr 


13) 


cT   .        dT  dT    .     ^, 


Wenden  wir  aber  die  in  10)  und  11)  gegebenen  Ausdrücke  von 
ÖU,  dv,  dw,  dp,  dq,  dr  an,  für  U'  den  Ausdruck  25)  der  vorigen 
Vorlesung  und  bilden  die  Gleichung  4),  indem  wir  für  s  der  Reihe 
nach  A'^  ^',  v',  7t\  %,  q    setzen,  so  erhalten  wir 


und 


M:  = 


dt 


d    /       dT    ,  dT    .  dT\ 

^  dt    \    '  du      ' .      '  CV      '        *  dwj 

.,  d    {      dT    ,         dT    .         dT\ 

^  =  .77  (^'  ä^  +  ^2  gv  +  ^3  dw) 

{y,ß-ß,y)  |^+  {y,ß -  ß,y)  '-£  +  (y, ß  -  ß,  y)  |^ 


14) 


+ 


dT 


'  dp     ' 


dT 


+ 


cc. 


dT> 


■"''  —  dt  ^ 


d 

dt 


(a^y  —  y^a)^~-\-{a,y- 
-a,ß)l^-i-(ß,cr 


iß,  a 


-   Oq 

dj 

dq 


7:!«) 


ß.  li  + 
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dv 
d_j 

dq 


^hß) 


+ 


'^  dr 

dJ 
dw 

dJl 

^dr 

dT 

dw 

dT 

7.  g-T 


15) 


Wirken  keine  Kräfte,  so  haben  die  Gleichungen  12)  und  lo)  die 
Eigenschaft,  keine  andern  unbekannten  Functionen  zu  enthalten,  als 
«/,  V,  IV,  p,  q,  r;  die  Gleichungen  14)  und  15)  die  Eigenschaft,  dass 
eine  jede  von  ihnen  unmittelbar  integrabel  ist.  Die  Gleichungen  14) 
sprechen  die  Sätze  von  der  Bewegung  des  Schwerpunkts,  die  Glei- 
chungen 15)  die  Flächensätze  für  den  Fall,  den  wir  betrachten,  aus. 


02  Sechste  Vorlesuli*,'. 


Die  entwickelten  Formeln  setzen  voraus,  dass  der  Körper  frei 
ist;  nehmen  wir  nun  an,  dass  ein  Punkt  desselben  fest  sei,  und 
wählen   wir  diesen   zum   Anfangspunkte  sowohl  der  x,  y,  z  als  der 

%,  ^,  t,.    Es  ist  dann 

aber  es  verschwinden  auch  m',  v  ,  w  und  A',  ft',  v  und  es  fallen  da- 
her die  Gleichungen  12)  und  14)  fort,  die  wir  aus  dem  Hamilton'schen 
Principe  erhalten  haben,  indem  wir  die  Coefficienten  dieser  Grössen 
=  0  setzten.     Die  Gleichungen  18), werden 


,11 

dl»                cq 

-*|J+i/. 

d 
dt 

dT            dT 

dq     "^^dv 

-'■'f+^/. 

d 

dl 

dT_      i^_ 

dr                (Ip 

<^y'     1      ,1/ 

lü) 


und  die  Gleichungen  15),  da  nach  den  gemachten  Festsetzungen  a 
li  =  (),  y  =  0  ist, 

ti    /       dT    .  dT    .  dT\  ,. 

Tty'^dv-^''''-j^,  +  "-^dr)-^'^ 


'/    /       dT    .  dT    .  dT\  -, 

IT  \y^  d-J  +  ^-^  dq  +  ^■■''  dr)  =  ^^^   • 


Siebente  Vorlesung. 

(Integration  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  für  einen  starreu 
Körper,  der  um  einen  festen  Punkt  sich  dreht,  und  auf  den  keine  Kräfte  wir- 
ken. Stabilität  der  Drehung  um  die  Achse  des  grössten  und  des  kleinsten 
Trägheitsmomentes.  Fall,  dass  2  der  3  Hauptträgheitsmomente  einander  gleich 
sind.  Drehung  eines  schweren  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt.  Inte- 
gration  der  für  diese  geltenden  Differentialgleichungen  unter  gewissen  Voraus- 
setzungen.) 

§  1. 
Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Körpers 
um  einen  festen  Punkt,  die  in  der  vorigen  Vorlesung  abgeleitet  sind, 
die  Gleichungen  Iß)  und  17)  derselben,  sollen  nun  in  speciellen  Fällen 
integrirt  werden.  Der  erste  dieser  Fälle  sei  der,  dass  keine  Kräfte 
Avirken.     Die  Gleichungen  sind  dann: 

iL  '^J=^  ,dT  _     dT 

dt    dp  dq  dr 

d     ÖT  dT        '     dT  ,- 


und 


dt     dq         '   dr  dp 

d    dT  dT  dT 

T-  ;t~  =  0        —  />  ^5" 
dt    dr  <  p  Oq 

dT    ,  dT    ,  dT 


d    (       dT    .  dT    .  dT\         f. 

dt    \    ^    dp     '        ^   dq     ^        •'  rn-  J 

d    /       dT    .  dT    .  ()  T\  ^ 

d^tyy^Tp-^y-^Tq-^-^-drj^^ ' 

Si(.*  gelten  nach  einer  Bemerkung,  die  am  Ende  des  §  4.  der  vierten 
Vorlesung  gemacht  ist,  auch  für  die  Bewegung  um  den  Schwerpunkt 
eines  freien,  schweren  Körpers. 

Nach  den  in  der  vorigen  Vorlesung  gemachten  Auseinander- 
setzungen ist  T  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  ;;,  ^,  r; 
lässt  man  die  Achsen  der  x,  y,  z  in  die  Hauptachsen  des  Körjjers 
für  den  Anfangspunkt  der  x,  y,  z  fallen  und  bezeichnet  durch 
P,  Q,  R  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  in  Bezug  auf  dieselben, 
so  ist 


(>4  Siebente  Vorlesung. 

2  7'=  Pp-  +  (yy2  -f-  Br^,  3) 


also 


Die  Gleichungen  1)  werden  dann 


Piy  =  iß-m<ir 


dl 
0^  =  (R-P)rp  4) 

^^  =  iP~0)PQ- 

Um  ihre  Integrale  zu  finden,  vergleichen  wir  sie  mit  gewissen  ande- 
ren Differentialgleichungen,  die  wir  ableiten  wollen.  Wir  bezeichnen 
durch  ti  und  tl^  zwei  reelle  Variable,  die  durch  die  Gleichung 


sin^  1/) 

zusammenhängen,  in  der  x  einen  reellen,  echten  Bruch  bezeichnet 
und  die  Wurzelgrösse  positiv  zu  nehmen  ist.  Dann  ist  u  eine  ein- 
deutige, stetige  Function  von  j/;  und  umgekehrt,  da  der  Differential- 
quotient -—  immer  einen  endlichen  positiven  Werth  besitzt.  Es  durch- 
läuft ferner  u  alle  Werthe  von  —  oo  bis  -|-  oo,  wenn  ^  diese  durch- 
läuft, und  umgekehrt.  Man  nennt  ip  die  Amplitude  von  u  nach  dem 
Modul  ic  und  schreibt 

il'  =  a  m  II. 

Der  Kürze  wegen  setzen  wir  ferner 


y\  — -  ü'  sin'^^  =  zJtp  , 
wo  dann  z/^  eine  stets  positive  Grösse  und 

au 

ist.     Bei  dieser   ßezeichnungsweise   haben   wir  die   identischen   Glei- 
chungen 

d  cos  ib  ■      ,    A  , 

=  —  sm  ili/Jil) 


du 
d  sin  11) 

du 
djilf 

du 


=  COS  7^'Z/-j/> 

=  —  a-  sin  t^  cos  if.' 


In  diese  setzen  wir 


u  =  ^(  -{-  ^  5) 

j)  ==  a  cosjp,    rj  =  b  siuijj,    r  =  cz/^, 

indem  wir  unter  A,  ^,  «,  b^  c  reelle  Constanten   verstehn.     Dadurch 
erhalten  wir 


§  1.     Rotation  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt.  ßf) 


dt 

= 

— 

(tJ. 
he 

qr 

dq 
dt 

= 

cn 

rp 

dr 
dt 

= 

— 

^2 

ah 

pq 

0 

— 

li 

aX 

P 

bc 

li 

~Q 

p 

= 

hl 
ca 

P 

— 

Q 

= 

— 

X2 

rX 

li 

ab 

Diese  Gleichungen  sind  von  derselben  Form,  als  die  Gleichungen  4) ; 
sie  werden  mit  diesen  identisch,  wenn 


6) 


ist.  Lassen  sich  die  6  Constanten  x,  A,  fi,  a,  b,  c  diesen  Gleichun- 
gen gemäss  und  so  bestimmen,  dass  sie  alle  reell  sind  und  %'■  kleiner 
als  1  ist,  so  haben  wir  in  5)  Integrale  der  Gleichungen  4),  und  zwar 
die  allgemeinen  Integrale,  da  von  den  genannten  6  Constanten  nur 
3  durch  die  Gleichungen  6)  ihre  Bestimmung  finden,  die  ?>  andern 
willkührlich  bleiben.  Es  sind  diese  aus  den  Werthen,  die  p,  q,  r 
für  t  ==  0  haben ,  und  die  wir  p^ ,  q^ ,  r^  nennen  wollen ,  zu  be- 
stimmen. 

Um  die  Werthe  zu  finden,  die  hiernach  den  Constanten  x,  X,  ^, 
a,  h,  c  beizulegen  sind,  gehen  wir  von  zwei  Integralen  der  Gleichun- 
gen 4)  aus,  die  sich  mit  Leichtigkeit  ergeben.  Multiplicirt  man  diese 
Gleichungen  nämlich  mit  />,  q,  r  oder  mit  Pp,  Qq,  Rr  und  addirt 
sie  jedesmal,  so  kann  man  integriren;  man  erhält  so 

/>/)2  _^  Qgi  _j_  Rr-"-  =  const. 
und  />2;>2  _^  Q2qij^  ri^i  ==.  const. 

In  einem  Augenblick,  in  dem  ip  d.  h.  am  {Xl  -\-  ii)  einem  Vielfachen 
von  2jt  gleich  ist,  ist  cosz/' =  1,  sin^  =  0,  z/^' =  1;  daher  folgt 
ans  diesen  Gleichungen 

oder 

P{P—  R)  ä'-  =  P{P-  R)  p,'  -i-OiO  —  R)  q,' 
R{P-R)c'~=0(P-0)  fh'  +  ^  (/'  -  R)  r,'.  T) 

Diese  Gleichungen  ergeben  a-  und  c-,  und  zwar  als  positive  Grössen, 
wenn,  wie  wir  nun  annehmen  wollen,  0  seiner  Grösse  nach  das 
?nitlU're  von  den  3  Trägheitsmomenten  P,  0,  R  ist.  Die  Gleichun- 
gen 6)  lehren  dann  //-,  A-  und  x'-'  kennen;  durch  Division  und  Mul- 
tiplikation der  beiden  ersten  und  durch  Division  der  ersten  und 
<1  ritten  erhält  man  nämlich 

Kirchlioff,   Mtcbaiiik.  5 


8) 


GO  Siebente  Vorlesiinf?. 

;2_^2(^-/0(ö-fi) 
^    _c  ^^- 

c^    R  {Q  —  7?)  • 

Bei  der  über  das  Trägheitsmoment  0  geraachten  Festsetzung  sind 
hiernach  b'^,  X~,  x-  positive  Grössen;  aber  nicht  immer  ist  x-  kleiner 
als  1 ;  ist  die  letztere  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  genügt  es  aber^  um 
sie  zu  erfüllen,  die  .r- Achse  mit  der  z-Achse  zu  vertauschen ^  oder, 
wenn  man  das  neue  Coordinatensystem  mit  dem  alten  congruent  er- 
halten will,  die  neue  .T-Achse  der  alten  z- Achse  gleichgerichtet,  die 
neue  j-Achse  der  alten  a;- Achse  entgegengesetzt  gerichtet  anzunehmen. 
Dabei  vertauschen  sich  die  Werthe  von  P  und  M  und  gleichzeitig 
die  von  j!?^*  ^^^  ^'o^/  daher  nach  den  Gleichungen  7)  auch  die  von  a' 
und  c^,  und  der  in  8)  gegebene  Werth  von  %"^  geht  hiernach  in  sein 
Reciprokes  über. 

Die  Gleichungen  8)  ersetzen  nicht  vollständig  die  Gleichungen  6), 
aus  denen  sie  hergeleitet  sind.  Sind  jene  erfüllt,  so  muss  man  <'in<', 
etwa  die  erste,  von  diesen  noch  in  Betracht  ziehen  und  die  Vorzei- 
chen ihrer  beiden  Seiten  gleich  machen.  Durch  diese  Gleichung  wird 
das  Vorzeichen  einer  der  Grössen  a,  b,  c,  A  bestimmt,  wenn  die  der 
andern  festgesetzt  sind.  Wir  wollen  X  als  positiv  annehmen;  die 
erste  der  Gleichungen  6)  bestimmt  dann  das  Vorzeichen  von  b,  wenn 
die  Vorzeichen  von  a  und  c  bekannt  sind.  Von  diesen  muss  das 
Vorzeichen  von  c  auf  eine  bestimmte  Weise  gewählt  werden  wegen 
der  Gleichungen 

yj|,  =^  a  cos  am  ^ ,    (l^:^  =  b  sin  am  fi ,    i\^  =  c  A  am  /tt ,  9) 

welche  der  Gleichungen  5)  wegen  bestehen  müssen,  und  welche  die 
letzten  sind,  denen  wir  noch  zu  genügen  haben.  Aus  der  dritten 
von  ihnen  folgt,  dass,  wenn  fi,  wie  es  sein  soll,  reell  ist,  c  dasselbe 
Vorzeichen  als  r„  haben  muss,  da  dann  ^am^  positiv  ist.  Das  Vor- 
zeichen von  a  können  wir  beliebig  wählen,  wir  wollen  es  dem  von 
Pq  gleich  annehmen;  das  Vorzeichen  von  b  ist  dann  durch  die  erste 
der  Gleichungen  6)  bestimmt. 

Die  Gleichungen  9)  dienen  zur  Bestimmung  der  letzten  der  ein- 
geführten 6  Constanten,  der  Grösse  ^.  Aus  der  ersten  dieser  Glei- 
chungen finden  -wir  2  Werthe  von  am^,   wenn  wir  festsetzen,  was 

wir  thun  wollen,  dass   diese   Grösse   zwischen  —    -  und  -|-    -  liegt, 

da  den  Gleichungen  7)  zufolge  or  grösser  als  p^^-  ist.  Die  zweite  hebt 
die  dabei  übrig  bleibende  Zweideutigkeit,  indem  sie  zeigt,  dass  ara^t 

zwischen  —  ;-  und  0  oder  zwischen  0  und  .,    liegt,  je  nachdem  die 
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Vorzeichen  von  ^,j  und  b  entgegengesetzt  sind  oder  übereinstimmen. 
Aus  dem  gefundenen,  reellen  Werthe  von  amft  oder  ■^  folgt  dann, 
einer  vorausgeschickten  Bemerkung  nach,  ein  reeller  Werth  von  ft. 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Gleichungen  5)  die  Integrale  der  Glei- 
chungen 4)  sind,  und  die  in  jenen  vorkommenden  Constanten  sind 
eindeutig  bestimmt.  Es  bleibt  noch  übrig  die  Winkel  zu  ermitteln, 
welche  die  Lage  des  Körpers  gegen  das  im  Räume  feste  Coordinaten- 
system  der  ^,  r],  t,  in  jedem  Augenblicke  bedingen. 

Zu  diesem  Zwecke  benutzen  wir  die  Gleichungen  2) ,  aus  denen 
durch  Integration  und  bei  Benutzung  des  in  3)  angegebenen  Werthes 
von   T  sich  ergiebt 

a,  Pp  -\-  «.,  Qq  -\-  a^Rr  ==  A 

ß,Pp-\-Mq  +  ß,Br  =  B  10) 

Ti  Pp  +  n  Oq  -\-y^Rr  =  C  , 
wo  A,  B,  C  Constanten  bedeuten.     Zwischen  diesen  und  früher  ein- 
geführten Constanten  besteht  eine  Relation;  quadrirt  und  addirt  man 
nämlich  die  Gleichungen  10),  so  erhält  man 

P^r  +  0''q-  +  it-r-  =  .-/-'  -\-  m  -{-  C^, 

woraus  folgi, 

./■■>  -j_  /;■-'  _|_  (ji  =  piai  +  B'^r\  11)* 

Sieht  man  Pp,  <Jq,  Rr  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  im  System  der  x,  y,  z  an,  so  sprechen  die  Gleichungen  10) 
aus,  dass  //,  B,  C  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  Bezug  auf 
die  Achsen  der  l,  rj,  l  sind.  Dieser  Punkt  ändert  sich  mit  der  Zeit 
nicht,  da  A,  B,  C  Constanten  sind;  man  kann  daher  die  von  dem 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  nach  ihm  gezogene  Linie  zur  ^-Achse 
nehmen.     Das  soll  geschehn.     Dann  ist 

A  =  0  ,     B  =  0 
und  nach   11) 

C  =  //'2rt^+  B'c'  , 

wo  die  Wurzelgrösse  positiv  zu  nehmen  ist.  Hiernach  erhält  man 
aus  den  Gleichungen  10),  wenn  man  sie  mit  a„  ß^,  y,  oder  «.,,  ß.,,  y., 
oder  K.j,  |3.;,  y.,  multiplicirt  und  jedesmal  addirt: 

Pp  Qq  _^  ____ /l^ 19) 

Wir  führen  nun  die  in  den  Gleichungen  8)  der  fünften  Vorlesung 
deünirten  Winkel  d;  f,  cp  ein,  die  die  Lage  des  Körpers  für  jeden 
Augenblick  bestimmen.     Es  ist  zuerst  #  aus  der  Gleichung 

y.^  =  cos  'S" 

zu  ermitteln^  für  eine  Lage  des  Körpers  kann  dabei  ^  zwischen  —  7t 
und  -{-7t  gewählt  werden,  oder,  da  nach  einer  am  angeführten  Orte 
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gemachten  Bemerliung  über  das  Vorzeichen  von  0-  nach  Willkühr 
verfügt  werden  kann,  zwischen  0  und  jr.  Die  letzte  der  Gleichun- 
gen 5)  zeigt,  dass  r'^  nicht  grösser  als  c-  werden  kann;  nach  der 
letzten  der  Gleichungen  12)  erreicht  daher  y./  oder  cos^-O'  nicht  den 
Werth  1,  und  es   überschreitet  also  -O-  die   Grenzen  0  und  7t  nicht. 

Bemerkt  möge  werden^  dass  d'  auch  den  Werth  —    nicht  überschrei- 
tet, da  r  nicht  verschwinden  kann. 
Zur  Bestimmung  von  f  hat  man 

y^  =  cos/"  sin 0-,     y.)  =  sin/"  sin^O- 

und  die  beiden  ersten  der  Gleichungen  12).  Für  enie  Lage  des  Kör- 
pers ist  hierdurch  /  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  noch  festsetzt, 
dass  für  sie  /  zwischen  0  und  27t  liegt;  die  Festsetzung,  dass  f  sich 
stetig  mit  der  Lage  des  Körpers  ändert,  bestimmt  es  dann  eindeutig 
auch  für  jede  andere  Lage,  die  der  Körper  bei  seiner  Bewegung  an- 
nimmt.    Es  bleibt  noch  übrig  cp  zu  ermitteln.     Man  hat  hierzu 


woraus  folgt 
und  daher  auch 


tg(3P  = 


eos-cp 


1  -  73- 


(JW    z^    "?'l^^  '~   ^3'/ß'3 


Nach  den  Gleichungen  20)  der  fünften  Vorlesung  ist  aber 

dß^  =  (ß^q  —  ß.^p)  dt ,     da.^  =  {o^\Q  —  ^iP)  dt , 

und  also  bei   Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6)  und  7)  der  fünften 
Vorlesung 

d^  =  y^^l  dt .  13) 

^  71*  +  72*  ^ 

In  Folge  der  Gleichungen  12)  ist  daher 

Erinnert  man  sich  an    die  Integrale  der  Gleichungen"  4),  aus   denen 
die  Gleichungen  7)  hergeleitet  sind,  so  kann  man  hierfür  schreiben 

oder,  wenn  man  für  r  seinen  Werth  aus  5)  setzt: 

^-.5    Pci^  -f-  Hc^  x^  sin^  am  {It  -f  ju.) 


dm  =  y P-fC-  -\-  R'C'   ^,  f\   ^,  2  ■  ., rr.-T    T  dt  .         14) 

Die  Integration   dieser  Gleichung  führt  auf  ein   elliptisches  Integral 
dritter  Gattung. 


§  2.     Eotation  um  eine  Hauptachse.  69 

§2. 

Es  ist  von  Interesse  die  jetzt  gefundenen  Integralgleichungen 
des  Problems  der  Rotation  eines  Körpers,  auf  den  keine  Kräfte  wir- 
ken, um  einen  festen  Punkt  auf  den  Fall  anzuwenden,  dass  der  Modul 
der  elliptischen  Functionen,  die  in  diesen  Gleichungen  auftreten,  also 
X,  Null  oder  unendlich  k!ein  ist.  Es  reduciren  sich  dann  die  ellipti- 
schen Functionen  auf  trigonometrische. 

Der  in  8)  für  x^  angegebene  Ausdruck  zeigt,  dass  x  unendlich 
klein  ist,  wenn  a  unendlich  klein,  c  endlich  ist  und  P,  Q,  R  irgend 
welche,  nur  nicht  solche  Werthe  besitzen,  für  welche  der  Factor  von 

".,  in  dem  Ausdruck  von  xr  unendlich   gross   wird.     Nach  der  ersten 

der  Gleichungen  8)  wird  dann  auch  b  unendlich  klein.  Die  Glei- 
chungen 7)  zeigen,  dass  a  unendlich  klein  ist,  wenn  />„  und  ^^  es 
sind,  was  wir  annehmen  wollen.  Die  Gleichungen  5)  geben  dann 
bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung: 

p  =  acoB{kt  -\-  li),   q  =  b Hin  {It  -\-  ii),   r  =  c]/l — x^aiji^{Xt -{-  fi). 

Was  die  Werthe  von  ^,  f,  q)  anbelangt,  so  giebt  die  letzte  dieser 
Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  letzten  der  Gleichungen  12), 
wenn  man  für  x^  seinen  Werth  setzt  und  unendlich  kleine  Grössen 
höherer  Ordnung  vernachlässigt, 

sin^#  =  ^^  (';  +  f^  sin^  {^t  +  ^))  .  15) 

Es  ist  hiernach  sin^^'  unendlich  klein.  Ist,  wie  wir  annehmen  wollen, 
die  z- Achse  so  gewählt,  dass  i',  oder,  was  dasselbe  ist,  c  positiv  ist, 
dass  also  cosO-  positiv  ist,  so  ist  hiernach  und  nach  den  allgemeinen 
über  %•  gemachten  Festsetzungen*  %•  selbst  unendlich  klein  und  dabei 
positiv;  die  Gleichung  bestimmt  dann  -O'  eindeutig. 
Ferner  hat  man 

Den  Winkel  (p,  welcher  zusammen  mit  ■&  die  Lage  der  z-Achse  be- 
stimmt, findet  man  am  leichtesten  auf  dem  folgenden  Wege.  Durch 
eine  Betrachtung,  die  derjenigen  ähnlich  ist,  durch  welche  wir  die 
Gleichung  13)  abgeleitet  haben,  erhält  man: 

tg/    =    >'%         C0SV    =   -2X       2 

yt*  +  Y2^ 

^  ViiYsP  —  yir)  — yg(y^r  --  yg?)  ^j^ 

yi*  +  y«* 

=  y,iiyig,4-  yg?)  —  (yt'  +  vz^) ''  ^^  ^ 
yi*  +  Yi' 
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Bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung  13)  folgt  hieraus 

df  =  cosd-  dcp  —  rdt.  16) 

Da  in  unserm  Falle  0'  unendlich  klein,  r  unendlich  Aveuig  von  c  ver- 
schieden ist,  so  ist  hiernach  bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner 
Grössen 

q)  =  f  -\-  et  -\-  const.  , 

wo  die  Constänte  der  Integration  aus  dem  Anfangswerthe  von  q)  zu 
bestimmen  ist. 

Einer  Festsetzung  zufolge,  die  wir  bei  der  Aufstellung  der  Gleichun- 
gen 8)  haben  machen  müssen,  kann  die  z- Achse  die  Achse  des  grössten 
oder  die  des  kleinsten,  nicht  aber  die  des  mittleren  Hauptträgheits- 
momentes sein.  Die  durchgeführte  Rechnung  zeigt  daher,  dass,  wenn 
die  augenblickliche  Drehungsachse  zur  Zeit  ^  =  0  unendlich  weni^ 
von  der  Achse  des  grössten  oder  der  des  kleinsten  Hauptträgheits- 
momentes abweicht,  sie  dieser  immer  unendlich  nahe  bleibt.  Diese 
Thatsache  pflegt  man  so.  auszusprechen,  dass  man  sagt,  die  Rotation 
des  Körpers  um  die  Achse  des  grössten  und  um  die  Achse  des  klein- 
sten Hauptträgheitsmomentes  ist  eine-  slahile.  Es  kann  der  Körper 
auch  um  die  Achse  des  mittleren  Hauptträgheitsmomentes  rotiren, 
denn  man  genügt  den  Gleichungen  4)  durch  die  Annahme  p  =  0, 
r  =  0,  q  =  const. ;  aber  diese  Rotation  ist  keine  stabile,  d.  h.  weicht 
die  augenblickliche  Drehungsachse  für  t  =  0  unendlich  wenig  von 
der  genannten  Hauptachse  ab,  so. wird  diese  Abweichung  mit  der 
Zeit  (freilich  erst  nach  Verlauf  einer  unendlich  grossen  Zeit)  eine 
endliche.  Sind  nämlich  y>„  und  r,,  unendlich  klein,  so  ist  den  Glei- 
chungen 7)  und  8)  zufolge  x"^  unendlich  wenig  von  1  verschieden, 
die  elliptischen  Functionen  von  /,  welche  in  den  Gleichungen  5)  vor- 
kommen, verwandeln  sich  in  Exponentialfunctionen,  und  die  Discus- 
sion  dieser  führt  zu  dem  ausgesprochenen  Satze;  was  indessen  hier 
nicht  gezeigt  werden  soll. 


Die  letzte  der  Gleichungen  8)  lehrt,  dass  ;«  verschwindet,  wenn 
P  =  0  wird ;  diesen  Fall,  also  den  Fall,  dass  zwei  von  den  3  Haupt- 
trägheitsmomenten einander  gleich  sind,  wollen  wir  jetzt  betrachten. 
Die  Gleichungen  7)  geben  dann 

den  Gleichungen  6),  die  dasselbe  aussprechen,  wie  die  Gleichungen  8), 
aber  eine  gewisse  Unbestimmtheit  in  Betreff  der  Vorzeichen  heben, 
die  diese  übrig  lassen,  genügt  man  durch 

1  ■:  It-  P 

b  =.  a  ,     A,  =  r„  — ;r—  : 


§  3.     Rotation  eines  Rotations  -  Körpers,  7) 

die  Gleichungen  5)  werden  dabei 

P  =  VpÖ^  +  ^o"^  cos  (A?  +  /O;  fl  =  ypo'  +  <Jo'  sin  (A/  +  ^),  ;•  =  ;•„. 
Die  Gleichungen  12)  ergeben 

cosi*)-  =  i,  -       —  r^^_ also  =  const. 

und  tg/'5=tg  (A^  +  ^) 

d.  h.  f  =  X(  -{-  ^  -{-  nn  , 

^\  o  /<  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Aus  der  Gleichung  IG)  folgt  endlich 

cos  d- .  q)  =  f  -\-  r„  t  -\-  const. 

=  (A  -|-  r,j)  /  -|-  const. , 

oder,  wenn  man  für  /l  und  cos 'S-  ihre  Werthe  setzt; 

^VHS  noch  einfacher  aus  der  Gleichung  14)  sich  ergiebt. 

§4. 

Wir  wollen  jetzt  die  Kotation  eines  schweren,  starren  Körpers 
um  einen  festen  Punkt  ins  Auge  fassen.  Die  Betrachtungen,  die  in 
der  vierten  Vorlesung  angestellt  sind,  lehren  zwei  Integrale  der  für 
diese  gültigen  Differentialgleichungen  kennen ;  der  Satz  von  der  leben- 
digen Kraft  liefert  das  eine,  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächen 
in  Bezug  auf  eine  horizontale  Ebene  das  zweite.  Wir  nehmen  die 
g-Achse  vertikal  abwärts  gerichtet  an,  beziehen  ^,  rj,  t,  auf  den  Schwer- 
punkt des  Körpers,  nennen  m  die  Masse  desselben  und  ff  die  Schwere ; 
bei  den  in  den  Gleichungen  16)  und  17)  der  sechsten  Vorlesung  ge- 
brauchten Bezeichnungen  ist  dann  nach  den  am  Ende  der  fünften 
Vorlesung  für  die  Drehungsmomente  aufgestellten  Formeln 

;]/^t  =  mffrj  ,     M,^  =  —  tngl  ,     M^  =  0  , 

und,  wenn  man  die  z-Achse  durch  den  Schwerpunkt  legt  und  .v  den 
Abstand  dieses  von  dem  festen  Punkte  nennt,  wobei 

wird: 

M.r  =  —  mffs  y.,  ,     My  =  mffs  7,  ,     Mz  =  <>• 

Hiernach  giebt  die  letzte  der  Gleichungen  1 7)  der  sechsten  Vorlesung 

wo  C  eine  Constante    bedeutet.     Diese  Gleichung    spricht  den  Satz 
von  der  Erhaltung  der  Flächen  in  Bezug  auf  die  ^»^-Ebene  aus. 
Die  Gleichungen  16)  der  sechsten  Vorlesung  werden 
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d 
dt 

dT 

dp  — 

8T 

"^dq 

dT 

mgi 

^Yi 
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dt 

dT 
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dT 
p^ 

^  dr 

"^  dp^ 

mgsy^ 

d 

dT 

dT 

^■dT 

17) 


dt    dr  ^  dp         ^   dq 


Man  hat  dieselben  mit  p,  q,  r  zu  multipliciren  und  zu  addiren,  um 
durch  Integration  die  Gleichung  zu  erhalten,  die  den  Satz  von  der 
lebendigen  Kraft  ausdrückt.  Da  nämlich  T  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  von  p,  q,  r  ist,  so  hat  man 


überdies  ist 
woraus  folgt 


P  dp^   ^  dq^       dr    •> 

(iT^dTdp.dTdq.dTdr 

dt  dp  dt   ~^  dq    dt    ~^  dr    dt' 


dt  ^  dt    dp     '     ^  dt    dq   "^     ^  dt    dr    ' 

Nimmt  man  hinzu,  dass 

Y^f^  —  nP  =  ~Jf  18) 

ist,  so  ergiebt  sich  auf  dem  angegebenen  Wege 

T^7nosy.,  +  H ,  19) 

wo  H  eine  Constante  bedeutet. 

Ein  drittes  allgemeines  Integral  der  hier  zu  behandelnden  Differen- 
tialgleichungen zu  finden,  ist  nicht  gelungen.  Wir  specialisiren  unser 
Problem  zunächst  durch  die  Annahme,  dass  die  z- Achse,  also  die 
durch  den  festen  Punkt  und  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gelegte 
Linie  eine  der  Hauptachsen  für  den  festen  Punkt  ist.  Die  Achsen 
der  X  und  der  tj  können  dann  so  gewählt  werden,  dass  sie  die  bei- 
den andern  Hauptachsen  sind,  dass  also  für  T  der  in  der  Gleichung  3) 
angegebene  Ausdruck  gilt.     Nun  nehmen  wir  ferner  an,  dass 

P=Q 

ist;  die  letzte  der  Gleichungen  17)  wird  dann  integrabel  und  giebt 

r  =  const. 
Zugleich  werden  die  Gleichungen  16.  a)  und  19):        ' 

P  iPTi  +  (7^2)  +  ^rys  =  c  „^, 

P  Q,2  _^  ^^2)  _^  7^^2  ^  2mgsy^  -\-2H.  "^^J 

Nun  führen  wir  wieder  die  durch  die  Gleichungen  8)  der  fünften 
Vorlesung  definirten  Winkel  -9-,  (p,  f  ein.  Die  Gleichung  18)  lässt 
sich  dann  schreiben 


§  1.     Rotatioii  t'iut's  schwt'icn  Körpers.  7o 

und  die  Gleichung  13) 

sin2^  ^  =  ;/,/? +  y.,r/.  21) 

Quadrirt  und  addirt  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

(^;2  _|_  ^2)  af-  =  «'-^2  _^  sijj>  ^^^2. 

Hiernach  verwandeln  sich  die  Gleichungen  20)  in  diese: 
P  sin2  ^d(p  =  {C  —  Rr  cos  &)  dt 
P  K/^2  _|_  sin2  ^dcp"')  =  {2mgs  co^  ?t  -{-  2H  —  Rr^)dt\       ^^■ 

Da  in  ihnen  cp  und  t  selbst  nicht  vorkommen,  sondern  nur  ihre 
Differentiale,  so  kann  man  aus  ihnen  durch  Integration  tp  und  t  als 
Functionen  von  d-,  also  auch  %■  und  (p  als  Functionen  von  /  dar- 
stellen; ist  das  geschehen,  so  erlaubt  die  Gleichung  16)  auch  /  als 
Function  von  t  zu  berechnen.  Die  Functionen,  auf  die  man  auf  diese 
Weise  kommt,  sind  elliptische. 

§5. 

Durchführen  wollen  wir  die  eben  angedeutete  Rechnung  nur  für 
einige  specielle  Fälle.  Zuerst  nehmen  wir  an,  dass  p  und  q  für  ^  =  0 
verschwinden,  d.  h.  dass  zur  Zeit  ^  =  0  die  augenblickliche  Drehungs- 
achse die  z-Achse  ist.     Die  Gleichungen  21)  zeigen,  dass  dann  auch 

^-r-  und  -^  für  t  =  0  t erschwinden :  ist  %•(,  der  Werth  von  -O-  für 
dt  dt  '  " 

/  =  0,  SO  ist  daher  nach  den  Gleichungen  22) 

0  =  C  —  Br  cos  ^Q 
und  0  =  2fnffs  cos  ^o  +  2^  —  Rr^] 

dieselben  Gleichungen  werden  also: 

P  sin2  d-dcp  =  Rr  (cos  ^^  —  cos  &)  dt  23) 

P  (c?^2  _|_  81^2  c^(ifp2)  =  2mg s  (cos  -^  —  cos  9^)  dt"^. 

Eliiniuirt  man  aus  ihnen  dcp  und  führt  statt  d-  und  O-^  die  Hälften 
dieser  Winkel  ein,  so  erhält  man 

P-  sin2  ^  cos2  ^  <?^2 
^/'sin^l^-sin^l^  J4/w^s/>sin2|cos2|— /?2H  Uiv}^' —  sin'lMdf'. 

Nun  setzen  wir 

sin2 1  =  sin2  ^  -  i\P cos^^,  25) 

wo  M  eine  Constante  bedeutet,  über  die  zu  verfügen  wir  uns  vorbe- 
halten; dabei  wird 
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sin      cos  ^  dd-  ==  2 M^  sin  i>  cos  ^<7t^. 

Die  Gleichung  24)  erhält  daher  den  Factor  M"^  cos^  ^  und  giebt  bei 
Fortlassung  desselben 

4P^ßP  sin-  i^dt'' 

=  J4;;/^.s-/>  ^sin2  ^^'  —  1/2  cos2  A  ('cos'-^  ^"  +  J/2  cos^  t)  -  Rh'M'  cos-ip\  d  f. 

Der  Factor  von  df  ist  eine  Function  zweiten  Grades  von  cos^  ^»^ 
also  auch  eine  solche  von  sin^  ^^t;  bestimmen  wir  die  Grösse  M  so, 
dass  das  von  sin^  ^  unabhängige  Glied  in  ihm  verschwindet,  so  lässt 
sich  die  Gleichung  auch  durch  sin^  ■^  dividiren  und  auf  die  Form 

f^|^2_p(l  _;^2sin2  ^)  <//2  26) 

bringen,  wo  X  und  %  gewisse  Constanten  bedeuten.  Es  is  dann  J/2 
aus  der  quadratischen  Gleichung 

AmgsP  Um'  ^^  —  i^A  Uo^'  ^  +  M''\  —  R^r'^M"-  =  0 

zu   bestimmen  und  es  wird 

imqsP(2M^  +.C08  «■„)  4-  /?2r2 


A2  = 


4P2 
imgsPM^ 


4 mgsP  (2  M «  +  cos  &o)  +  ^r^ 
Die  quadratische  Gleichung  für  M^  lässt  sich  schreiben 

^^'  +  ^^'  (4^  +  ^°«  ^")  -  ^  ^^^'  ^0  =  0; 

die  eine  ihrer  Wurzeln  ist  positiv,   die  andere  negativ;  wir  wählen 
die  positive,  d.  h.  wir  setzen 

wo  die  Wurzelgrösse  positiv  zu  nehmen  ist.     Dadurch  wird 


=  W  (4^^ +  -*.)>-'*. 


1  .-  2x2  ^ 


-A 5    +    cos    -Ö-n 

itngsF    '  " 


/(iS«-^  +  <=»'  *^)'  +  «i"-'  *» 


Der  für  1  —  2^2  aufgestellte  Ausdruck  liegt  zwischen  —  1  und  -|-  1, 
und  daher  x-  zwischen  0  und  1 ;  A2  ist  positiv.  Hiernach  können  wir 
das  Integral  der  Gleichung  26)  schreiben 


§  5.     Itotatiou  eiues  weli\veii;n  iiotatioiis-Küipei's.  7.") 

il^  =  'am  (k  t  -\-  ^) ,   Mod.  x, 

wo  ft  die  Constante  der  Integration  bedeutet. 

Wir  wollen  den  Fall  weiter  verfolgen,  dass  r  als  unendlich  gross 
angesehen  werden  kann.     Dann  wird  x.  =  0,  also 

27) 


t^  =  A/  -f-  fi 

und  nach  25) 

•    2  ^ 

sin2  2 

=  sin2  ^  —  ^2  cos2 

ferner  wird 

Hiernach  schwankt  %■  zwischen  zwei  unendlich  nahen  Grenzen  in 
unendlich  kurzen  Perioden.  Die  Integration  der  ersten  der  Glei- 
chungen 23)  Avird  dadurch  leicht,  dass  auf  ihrer  linken  Seite  -^^  statt 
!>■  gesetzt  werden  kann;  sie  wird  dadurch  bei  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 2o)  und  27) 

P  sin2  O-o  d(p  = ^ —  cos-  tpdtp, 

oder  bei  dem  Werthe,  den  3P  hat, 

/c0s2|/.rf^  =  |-(-   -^-^, 

so  folgt  hieraus  bei  Benutzung  von  27) 

^'='  —  "jiT  0  +  2^;.  ^^^  ^^)  +  ^o'^^^v 

oder,  da  k  unendlich  gross  von  der  Ordnung  von  r  ist,  bei  Vernach- 
lässigung von  unendlich  Kleinem 

cp  =  —  '"^~  (  4-  const. 

^  Rr         ' 

Der  Winkel  /  endlich  ergiebt  sich  leicht  aus  16),  wenn  man  hier 
^Q  für  -i^  setzt;  man  findet 

f  =  q)  cos  -O-Q  —  rt  -\-  const. 
°^^^  r=~(r-\-  '^  cos  #„)  t  +  const. 

§6. 
Statt  der   Annahme,    die   im   vorigen   Paragraphen   verfolgt   ist, 
dass  p  und  q  für  ^  =  0  verschwinden,  wollen  wir  nun  die  Annahme 
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machen,  dass  für  /  =  0,  also  immer  r  ==  0  ist.  Die  Gleichungen  22^ 
werden  dann 

P  (d^^  4-  sin2  »d(p'^)  =  2{mgs  cos  ^  ^  H)  dl'K 

Sie  sind,  abgesehen  von  einer  Verschiedenheit  der  Bezeichnung, 
identisch  mit  den  Gleichungen  12)  der  zweiten  Vorlesung,  woraus 
folgt,  dass  in  dem  hier  betrachteten  Falle  die  durch  den  festen  Punkt 
und  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehende  gerade  Linie  gerade  so 
sich  bewegt,  wie  ein  einfaches  Pendel  von  gewisser  Länge.  Diese 
Länge  l  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

;  =  ^. 

ms 

Ist  die  Constante  C  in  den  Gleichungen  22)  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  Constante  c  in  den  Gleichungen  12)  der  zweiten  Vorlesung  =  0, 
so  ist 

cp  =  Const. 

und  ^  d^^ 


WO  h  eine  willkührliche  Constante  bedeutet.  Dieselbe  muss  positiv 
sein,  da  die  linke  Seite  der  Gleichung  29)  positiv  ist,  kann  aber  jeden 
Werth  zwischen  0  unft  -{-  oo  haben.     Ist  Ä  <  1,  so  kann  man 

li  =  Sin''  -- 

mit  der  näheren  Bestimmung  setzen,  dass  a  zwischen  0  und  Jt  liegt; 
es  ist  dann  a  die  Amplitude  der  ebenen  Schwingungen,  welche  der 
Körper  oder  das  Pendel  ausführt.     Macht  man 

sm  "  =  sm  -  sm  1^ , 


so    wird   dabei,    wie    schon    an    dem   mehrfach    erwähnten  Orte  be- 
merkt ist, 


i  dt  '^^ 


also 


t/i  —  sin«  1^  sin^T/;' 


t/>  =  am  (/  T/y  -}-  ^)j    ^^od.  sin  | 
wo  /Lt  eine  willkührliche  Constante  bedeutet,  oder 

sin  -  =  sin  |  sin  am  (t  l/l  _|_  ^\  ^  Mod.  i 
Ist  aber  in  der  Gleichung  29)  Ä  >  1,  so  kann  man 
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■K  - 

setzen,   wo   x  einen   reellen   echten  Bruch  bedeutet;   man  erhält  da- 
durch 


oder 


("/)  ==  A  (l  _  ^.  sin^-  1^ 
\  dt  y  /x«  \^  ij 


am 


(i  /■:  +  '')•  M°'i- "' 


wo  ^  wiederum  eine  willkührliche  Constante  bedeutet,  und  wo  x 
positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  %•  bei  wachsendem  t 
/unimmt  oder  abnimmt. 


Aclite  Vorlesung. 

(Messung  der  Schwere.  Pendel.  Correspondirendes  einfaches  Pendel.  Re- 
versionspendel. Bessel's  Pendelversuche.  Einfluss  der  Luft.  Aenderungen  der 
Schwere  mit  der  Höhe  und  mit  der  geographischen  Breite.) 

§  1- 
Wir  haben  diejenigen  Bewegungen,  als  deren  Ursache  man  die 
Schwere  bezeichnet ,  schon  mehrfach  als  Beispiele  zur  Erläuterung 
der  allgemeinen  'Begriffe  und  Sätze  der  Mechanik  betrachtet;  wir 
wollen  diese  Bewegungen  jetzt  näher  ins  Auge  fassen  und  zunächst 
auseinandersetzen,  wie  die  Schwere  gemessen  wird.  Es  dient  hierzu 
die  Beobachtung  der  Schwingungen  eines  schweren  Körpers,  der  um 
eine  horizontale  Achse  drehbar  ist.  Eine  solche  Vorrichtung  nennt 
man  ein  Pendel,  und  zwar  ein  zusammengesetzles  im  Gegensatze  zu 
einem  einfachen  Pendel,  das  wir  schon  zu  besprechen  gehabt  haben. 
Halten  wir  die  Voraussetzung  fest,  dass  die  Schwere  eine  constante 
beschleunigende  Kraft  ist,  betrachten  das  Pendel  als  einen  starren 
Körper  und  sehen  ab  von  dem  Einfluss  der  Luft,  der  Bewegung  der 
Erde  und  der  Reibung  an  der  Drehungsachse,  so  können  wir  die  Be- 
wegung eines  solchen  Pendels  sehr  leicht  durch  Rechnung  verfolgen. 
Die  Lage  desselben  in  einem  Augenblick  ist  durch  eine  Variable  be- 
stimmt; zu  dieser  wählen  wir  den  Winkel  O',  den  die  durch  die 
Drehungsachse  und  den  Schwerpunkt  des  Pendels  gelegte  Ebene  mit 
der  vertikalen,  durch  die  Drehungsachse  gelegten  Ebene  bildet.  Nach 
§  5.  der  vierten  Vorlesung  gilt  der  Flächensatz  in  Bezug  auf  eine 
zur  Drehungsachse  senkrechte  Ebene,  weil  die  Verbindungen  der 
Punkte  des  Pendels  eine  Drehung  um  diese  gestatten,  und  dieser 
Satz  liefert  eine  Differentialgleichung  für  jenen  Winkel.  Nennen  wir 
g  den  Werth  der  Schwere,  m  die  Masse  des  Pendels,  s  den  Abstand 
seines  Schwerpunkts  von  der  Drehungsachse  und  K  sein  Trägheits- 
moment in  Bezug  auf  diese,  so  ist  diese  Differentialgleichung 

rf^-ö-  ms    .     „ 

^=^_^-^sin^. 

Sie  ist  nach  §  2.  der  zweiten  Vorlesung  identisch  mit  derjenigen, 
welche  für  die  ebenen  Schwingungen  eines  einfachen  Pendels  gilt, 
falls  die  Länge.  /  dieses  Pendels  der  Gleichung 
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/  =  -  1) 

genügt.  Man  nennt  dieses  einfache  Pendel  das  dem  gegebenen  cor- 
responcHrende ;  bei  gleicher  Amplitude  hat  es  dieselbe  Schwingungs- 
dauer als  das  gegebene.  Hat  man  nach  1)  mit  Hülfe  von  Abmes- 
sungen, die  an  den  Theilen  des  Pendels  vorgenommen  sind,  /  bestimmt 
und  die  Schwingungsdauer  T,  die  einer  unendlicK  kleinen  Amplitude 
entspricht;  durch  Beobachtung  ermittelt,  so  findet  man  g  aus  der 
Gleichung 

Ein  Paar  einfacher  Beispiele  mögen  die  Weise  erläutern,  in  der 
/  gefunden  werden  kann. 

Es  bestehe  das  Pendel  aus  einer  homogenen  Kugel  und  einem 
Faden,  dessen  Masse  vernachlässigt  werden  kann.  Der  Schwerpunkt 
der  Kugel  ist,  wie  der  Schwerpunkt  eines  jeden  homogenen  Körpers, 
der  einen  Mittelpunkt  hat,  der  Mittelpunkt;  es  ist  also  s  =  dem  Ab- 
stände des  Mittelpunktes  der  Kugel  von  dem  Aufhängungspunkte. 
Etwas  mehr  Rechnung  erfordert  die  Bestimmung  des  Trägheits- 
momentes. 

Es  sei  <l  in  ein  Massenelement  eines  Körpens,  das  die  Coordinaten 
.(  ,  //,  ^  hat;  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die 
r  -  Achse  ist  dann 


J 


dm  (.r2  +  //•■'). 


Nehmen  wir  mm  an,  dass  der  Körper  die  constante  Dichtigkeit  an- 
habe und  ein  Rotationskörper  sei,  dessen  Rotationsachse  die  .r-Achse 
ist.     Setzen  wir 

y  =  r  cos  cp,     z  =  r  sin  (p , 
SD  wird  jenes  Trägheitsmoment 


=  jit    /    l   i  dxrdrdcp  (x'  -(-  /-  cos''  (p) 
oder,  da  nach  cp  von  0  bis  27t  zu  iutegriren  und 

COS-  cpd(p  =  7t 


ist, 


.       J 

0 

=  27t^JJdxrdr  [x'^'  +  '^)  •  ■     2) 

Hier  liat  man  x  und  r  sich  vorzustellen  als  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten eines  Punktes  der  Fläche,  durch  deren  ganze  Umdrehung  der 
Körper  entstanden  ist. 

Es  sei  nun  der  Körper  eine  Kugel  vom  Radius  //   und  der  Au- 
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fangspunkt  der  Coordinaten  sei  der  Mittelpunkt  derselben.  Die  ge- 
nannte Fläche  ist  dann  ein  Halbkreis.     Setzt  man 

X  =  Q  cos  iIj,     r  =  q  sin  ^, 
so  ist  das  Integral  2)  in  Bezug  auf  q  von  0  bis  7?,  in  Bezug  auf  ip 
von  0  bis  7t  zu   bilden^   und  für  dxd?^  ist  QdQdip   zu  setzen.     Das 
Integral  ist  daher 

=  7t ^   I  I  Q'^dg  (1,  -j-  cos-  4.')  sin  fd^f 
0    0 

d.  h.  =  l^  TT  u  IV' 

oder,  wenn  7n  die  Masse  der  Kugel  bedeutet,  also 

m  =  j|  Ttyi^R^ 
ist,  =  I  mR"^. 

Nach  einem  im  §  1.  der  sechsten  Vorlesung  abgeleiteten  Satze  ist 
daher  das  Trägheitsmoment  der  Pendelkugel  in  Bezug  auf  die  Drehungs- 
achse des  Pendels 

und  nach  Gleichung  1)  die  Länge  des  correspondirenden  einfachen 
Pendels 

Berechnen  wir  jetzt  das  Trägheitsmoment  eines  Cylinders  von 
der  Dichtigkeit  ^,  der  Länge  L  und  dem  Radius  R  in  Bezug  auf  eine 
Achse  7  die  auf  der  Cylinderachse  senkrecht  steht  und  durch  ihren 
Mittelpunkt  geht.  Es  ist  dasselbe  dem  in  2)  gegebenen  Ausdrucke 
zufolge 


=  27r^    i    C dxrdr  (x'^  -\-  '^) 


d.h.  _^^^^^,^3^,^ 

oder,  wenn  man  wieder  die  Masse  m  nennt,  d.  h. 

m  =  7t}iLR'^ 

setzt,  -^2       ^2\ 

Ist  der  Cylinder  ein  dünner,  langer  Draht,  so  kann  man  hierfür  ohne 
merklichen  Fehler  schreiben 

12    * 

Hiernach  sind  wir  im  Staude,  die  Län^e  /  des  einfachen  Pendels 


§  2.     Reversionspendel.  g| 

zu  berechnen ,  welches  einem  Pendel  correspondirt,  das  aus  einer 
Kugel  und  einem  Drahte  besteht.  Es  seien  m^  und  m^  die  Massen 
von  Kugel  und  Draht,  s,  und  s^  die  Entfernungen  ihrer  Schwer- 
punkte vom  Aufhängungspunkte,  Ä,  der  Radius  der  Kugel,  L.^  die 
Länge  des  Drahtes,  so  dass 

s,  =  //,  -f  L,,    s,  =  '[^. 

Ist  dann  wieder  m  die  Masse  des  ganzen  Pendels  und  .v  der  Abstand 
seines  Schwerpunktes  vom  Aufhängungspunkte,  so  ist  nach  den  im 
§  3.  der  vierten  Vorlesung  angeführten  Sätzen  über  den  Schwerpunkt 
eines  Systemes  von  Massen 

ms  =^  }n^s^  -j-  m.^s.,. 

Ferner  ist  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Drehungsachse  des 
Pendels  für  die  Kugel 

und  für  den  Draht 

/    2 
'-"2 

Daher  ist  nach  1) 

.V  -^  _(_  1  ßi  J_  '1»  ^f' 

ilat    man    li,    und    /.,   gemessen    und    das    Verhältniss      '   durch    die 

.  "'1 

Waage  bestimmt,  so  kann  man  hiernach  /  berechnen. 

-     §2. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  verfahren,  wenn  an  dem  Pendel 
mehr  als  zwei  Theile  zu  unterscheiden  sind;  immer  aber  muss  man, 
um  aus  den  an  diesen  vorgenommenen  Abmessungen  /  zu  berechnen, 
die  Voraussetzung  machen,  dass  jeder  einzelne  Theil  homogen  ist. 
Eine  Methode  zur  Messung  der  Schwere,  die  von  einer  solchen  miss- 
lichen Voraussetzung  frei  ist,  beruht  auf  der  Anwendung  eines  so- 
genannten Reversionspendels.  Ein  solches  besteht  aus  einer  festen 
Stange,  die  zwei  parallele,  auf  ihrer  Längsrichtung  senkrechte  Schnei- 
den trägt,  welche  ihre  Schärfen  gegen  einander  kehren ;  an  der  Stange 
ist  ein  Gewicht  oder  sind  mehrere  Gewichte  befestigt.  Jede  Schneide 
kann  als  Drehungsachse  des  Pendels  dienen.  Jm  Allgemeinen  wird 
die  Länge  des  correspondirenden  einfachen  Pendels  eine  andere  sein, 
je  nachdem  das  Reversionspendel  auf  der  einen  oder  auf  der  anderen 
Schneide  schwingt;  durch  passende  Stellung  des  Gewichtes  oder  der 
Gewichte  kann  man  es  aber  erreichen,  dass  für  beide  Schneiden  bei 
gleicher  Amplitude    die    Schwingungsdauer   dieselbe,    d.  h.   dass   für 

Kirchhoff,   Mechanik.  0 
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beide  Schneiden  die  Länge  /  des  correspondirenden  einfachen  Pendels 
dieselbe  ist.     In  diesem  Falle  hat  man  nach  1) 

, w.s',^  -j-  k 


l 


mSi 

'2*+* 


7)182 

WO  m  die  Masse  des  Pendels,  k  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
eine  Achse,  die  durch  den  Schwerpunkt  parallel  den  beiden  Schneiden 
gelegt  ist,  und  s^,  s.,  die  Entfernungen  des  Schwerpunkts  von  den 
beiden  Schneiden  bedeuten.     Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

/  {S^  —  S.,)  ==  6-^2  _  g2 

oder  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  s,  =  s.,  ist, 

Ist  nun  noch  die  Bedingung  erfüllt,  dass  der  Schwerpunkt  in  der 
Ebene  der  beiden  Schneiden  liegt,  so  ist  s^  -\-  6-^  der  Abstand  der 
beiden  Schneiden  von  einander,  und  durch  Messung  dieses  Abstandes 
lernt  man  die  Länge  des  correspondirenden  einfachen  Pendels  kennen, 
ohne  Weiteres  über  die  Vertheilung  der  Masse  ermittelt  zu  haben. 


§3. 

Einen  andern  Weg  hat  Bessel  bei  seinen  berühmten  „Unter- 
suchungen über  die  Länge  des  einfachen  Sekundenpendels"*)  einge- 
schlagen, um  sich  von  der  Voraussetzung  der  Homogenität  der  Theile 
des  Pendels  unabhängig  zu  machen  und  zugleich  eine  andere  Fehler- 
quelle zu  eliminiren,  die  in  Folgendem  besteht.  Die  Drehungsachse 
des  Pendels  wird  gewöhnlich  durch  eine  Schneide  gebildet,  die  auf 
einer  horizontalen  Unterlage  ruht.  Die  Schärfe  der  Schneide  ist  aber 
nicht  eine  mathematische  Linie,  sondern  ein  schmaler  Theil  einer 
Cylinderfläche  von  sehr  starker  Krümmung;  das  bewirkt,  dass  die 
Drehungsachse  des  Pendels  nicht  genau  in  der  Ebene  liegt,  welche 
die  Schneide  trägt,  und  nicht  genau  angebbar  ist.  Eine  ähnliche 
Unsicherheit  bleibt  bei  jeder  andern  Aufhängungsart  des  Pendels. 
Bessel  benutzte  zwei  Pendel,  die  aus  derselben  Kugel,  derselben 
Schneide  und  zwei  Drähten  gebildet  waren,  deren  Längenunterschied 
mit  der  äussersten  erreichbaren  Genauigkeit  gemessen  wurde.  Hieraus 
und  aus  den  Schwingungsdauern  der  beiden  Pendel  Hessen  sich  die 
Längen  der  einem  jeden  von  ihnen  correspondirenden  einfachen  Pendel 
berechnen  ohne  die  Annahme,  dass  die  Kugel  homogen  und  die 
Schärfe  der  Schneide  eine  mathematische  Linie  wäre. 


*)  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  für  das  Jahr  18'26, 
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§4. 

Nicht  ausser  Acht  zu  hissen  ist  bei  Pendelversuchen  der  Einfluss, 
den  die  Luft  auf  die  Bewegung  des  Pendels  ausübt.  Diesen  voll- 
stündig  anzugeben,  ist  eine  Aufgabe  der  Hydrodynamik,  denn  er  lässt 
sich  nicht  ermitteln,  ohne  dass  man  die  Bewegung  bestimmt,  in  welche 
die  Luft  durch  das  Pendel  versetzt  wird.  Es  sollen  hier  nur  historisch 
einige  Angaben  über  ihn  gemacht  werden. 

Wenn  ein  Körper  in  der  Luft  ruht,  so  übt  diese  auf  seine  Ober- 
fläche Druckkräfte  aus,  deren  Resultante  vertikal  aufwärts  gerichtet, 
gleich  dem  Gewichte  der  verdrängten  Luft  ist  und  ihren  Angriffs- 
punkt in  dem  Schwerpunkte  der  verdrängten  Luft  hat.  Dürfte  man 
annehmen,  dass  bei  dem  schwingenden  Pendel  die  von  der  Luft  her- 
rührenden Druckkräfte  eben  so  gross  sind,  als  wenn  das  Pendel  ruht, 
so  würde  hiernach  der  Einfluss  der  Luft  auf  die  Schwingungsdauer 
sich  leicht  angeben  lassen.  Bezeichnen  wir  durch  w'  die  Masse  der 
verdrängten  Luft,  durch  /  die  Entfernung  ihres  Schwerpunkts  von 
der  Drehungsachse  des  Pendels  und  nehmen  der  Einfachheit  wegen 
an,  dass  dieser  Schwerpunkt  in  einer  Ebene  mit  dem  Schwerpunkt 
des  Pendels  und  seiner  Drehungsachse  liegt,  so  wäre  dann  das 
Drehungsmoment,  welches  auf  das  Pendel  wirkt, 

—  {ms  —  ms)  g  sin  -O-, 

also  die  Differentialgleichung  seiner  Bewegung 

K      2  =  —  [ins  —  ms)  {/  sm  it 

und  die  Länge  /  des  correspondirenden  einfachen  Pendels 

K 

m  s  —  Vi  s' 

Diese  Gleichung  stellt  aber  nicht  erschöpfend  den  Einfluss  der  Luft 
auf  die  Schwingiingsdauer  des  Pendels  dar.  Man  pflegt  zu  sagen, 
dass  das  Pendel  eine  Luftmenge  mit  sich  hin-  vmd  herführt,  und  dass 
dadurch  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  vergrössert  wird.  Wie 
dem  auch  sei,  jedenfalls  kann  man  setzen 

»IS*—  m's'    ' 

wo  A  eine  unbekannte  Zahl  bedeutet,  die  abhängig  ist  von  der  Ge- 
stalt des  Pendels  und  seiner  Schwingungsdauer,  sowie  von  der  ße- 
schatteuheit  der  Luft,  nic/il  aber  von  der  Masse  des  Pendels  und 
ihrer  Vertheilung.  Bessel  bestimmte  A  experimentell,  indem  er  zwei 
Pendel  von  gleicher  Gestalt,  nahe  gleicher  Schwingungsdauer,  aber 
verschiedener  Masse  benutzte. 

Bei  einem  Reversionspendel  hebt  sich  der  Einfluss  der  Luft  auf 

6* 
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die  Schwingungsdauer  fort^  falls  die  Gestalt  des  Pendels  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  beiden  Schneiden  ist.  Diese  Bedingung  kann  er- 
füllt werden,  obwohl  die  Vertheilung  der  Masse  nicht  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  beiden  Schneiden  sein  darf,  weil  sonst  s^  =  $2  sein 
würde,  welchen  Fall  wir  ausschliessen  mussten.  Man  erreicht  den 
genannten  Zweck  z.  B.  durch  zwei  gleichgestaltete  Linsen,  die  sym- 
metrisch an  der  Pendelstange  angebracht  sind,  von  denen  die  eine 
hohl,  die  andere  voll  ist.  Bei  der  früher  gebrauchten  Bezeichnung 
ist  dann,  wenn  die  Gleichheit  der  Schwingungsdauer  für  beide  Schnei- 
den hergestellt  ist,  nach  3) 

f  k  -f-  m  H^  -f-  III  s'  '^  l 


1111(1  ,  /■■■  +  MSz^  -{-  m  s"^l 


4) 


m  s 


woraus  folgt 


gerade  so,  als  ob  die  Luft  gar  keinen  Einfluss  ausübte.  Die  Voraus- 
setzung der  Symmetrie  der  Gestalt  des  Pendels,  die  wir  gemacht 
haben,  ist  bei  diesem  Schlüsse  wesentlich;  fände  sie  nicht  statt,  so 
hätten  nämlich  .s'  und  k  in  den  beiden  Gleichungen  4)  verschiedene 
Werthe. 

§  o. 

Pendelversuche,  die  an  verschiedenen  Orten  ausgeführt  sind, 
haben  gezeigt,  dass  die  Schwere  nicht  überall  auf  und  in  der  Nähe 
der  Erdoberfläche  denselben  Werth  hat.  Steigt  man  aufwärts,  so 
nimmt  die  Schwere  ab.  Von  dieser  Aenderung  derselben  kann  man 
sich  Rechenschaft  geben,  wenn  man  von  der  Newton'scheh  Lehre 
ausgeht,  dass  die  Schwere  eine  Folge  der  Gravitation  ist. 

Zwei  Massen  m  und  m^,  die  in  der  Entfernung  r,  von  einander 
sich  befinden,  üben  nach  dem  Gesetze  der  Gravitation  Kräfte  auf  ein- 
ander aus,  deren  Potential  bei  passend  gewählter  Masseneinheit 

ist.  Wirken  viele  Massen  w,  gravitirend  auf  die  Masse  m,  so  hat 
die  auf  diese  ausgeübte  Kraft  das  Potential 

Wir  wollen  dieses  Potential  für  den  Fall  berechnen,  dass  die 
Massen  m^  die  Theile  der  Erde  sind,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Erde  eine  Kugel  und  ihre  Dichtigkeit  in  gleichem  Abstände  vom 
Mittelpunkt  dieselbe  ist.  Wir  denken  uns  eine  Masse,  die  mit  der 
Constanten   Dichtigkeit  ft  den  Zwischenraum  zwischen   zwei  concen- 
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trischen  KugelÜächen  erfüllt,  deren  Radien  R  und  R  -{-  dR  sind.  Das 
Potential  dieser  Masse  in  Bezug  auf  die  Masseneinheit,  die  im  Ab- 
stände r  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugelflächen  sich  befindet,  d.  h. 
das  Potential  der  Kräfte ,  welche  jene  Masse  auf  diese  Masseneinheit 
ausübt,  ist 

wo  die  Wurzelgrösse  positiv  zu  nehmen  und  die  Integration  in  Bezug 
auf  w  von  0  bis  27C,  in  Bezug  auf  d-  von  0  bis  7t  auszudehnen  ist.  Die 
erste  Integration  ist  unmittelbar  ausführbar  und  die  zweite  wird  es, 
Avenn  man  an  Stelle  von  d-  einführt 

Q  =  j/R^-\-  r-  —  2Rr  cos  ^. 
Da  dann 

Qi]^  =^  Rr  sin  d'd^ 

ist,  so  wird  der  Ausdruck  5),  wenn  man  p"  den  grossten^  q  den 
kleinsten  Werth  von  q  nennt. 

Es  ist  aber 

q"  =  R  -{-  r 

und  q'  ist  gleich  der  positiven  von  den  beiden  Grössen  R  —  /•  und 
r  —  R]  d.  h.  es  ist  p' =  r  —  R,  wenn  der  Punkt,  auf  den  das 
Potential  sich  bezieht,  ausserhalb  der  Kugelschale  liegt,  und  q  =  R  —  r, 
wenn  er  in  ihrem  Innern  sich  befindet.  In  jenem  Falle  ist  daher 
der  Ausdruck  5) 

inli^d/i 

^^^^^^^"^  =^4:tRdR. 

Hierdurch  ist  bewiesen,  dass  das  in  Rede  stehende  Potential  in  Bezug 
auf  jeden  inneren  Punkt  constant,  in  Bezug  auf  jeden  äusseren  so 
gross  ist,  als  ob  die  Masse  der  Kugelschale  in  ihrem  Mittelpunkte 
concentrirt  wäre. 

Bei  den  über  die  Erde  gemachten  Voraussetzungen  ist  daher  ihr 
Potential  in  Bezug  auf  einen  Körper,  der  ausserhalb  ihrer  sich  be- 
findet, so  gross,  als  ob  ihre  ganze  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte  con- 
centrirt wäre,  und  die  Anziehung,  die  der  Körper  von  der  Erde  er- 
fährt, ist  dem  Quadrate  seiner  Entfernung  vom  Erdmittelpunkte 
umgekehrt  proportional.  Es  stimmt  hiermit  das  Resultat  überein, 
welches  die  Pendelversuche  in  Betreff'  der  Abnahme  der  Schwere  bei 
wachsender  Höhe  ergeben  haben. 

Den  Pendelversuchen  zufolge  ändert  sich  die  Schwere  aber  auch 
in  der  Erdoberfläche  oder,  was  dasselbe  ist,  im  Meeresniveau.     Sehr 
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nälierungsweise,  wenn  auch  nicht  genau,  ist  sie  hier  von  der  geo- 
graphischen Länge  des  Beobachtungsortes  unabhängig,  aber  bedingt 
durch  die  geographische  Breite.  Bezeichnet  man  diese  durch  tp  und 
nimmt  als  Einheit  der  Zeit  eine  mittlere  Sekunde,  so  hat  man  nach 
den  Pendelversuchen  mit  grosser  Genauigkeit 

^  =  9-8309(^1  -^-^y  6) 

Dass  die  Schwere  mit  der  geographischen  Breite  des  Beobachtungs- 
ortes sich  ändertj  ist  als  eine  Folge  der  Drehung  der  Erde  anzusehen^ 
wie  in  der  folgenden  Vorlesung  gezeigt  werden  soll. 


Neunte  Vorlesung. 

(Einfluss  der  Drehung  der  Erde  auf  die  Bewegung  der  Körper  an  ihrer 
Oberfläche.  Centrifugalkraft.  Abweichung  frei  fallender  Körper  von  der  Loth- 
liuie.    Foucault'scher  Pendelversuch.) 


§  1- 
Bei  der  Untersuclmng  der  Bewegung  schwerer  Körper  haben 
wir  ein  Coordinatensystem  benutzt,  welches  in  der  Erde  fest  ist,  und 
gleichwohl  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  angewandt, 
welche  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem  voraussetzen.  Da 
die  Erde  sich  bewegt,  so  liegt  hierin  eine  Ungenauigkeit,  die  zu 
heben  wir  nun  suchen  wollen.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  wir  zu- 
sehen, welche  Veränderungen  an  den  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung anzubringen  sind,  wenn  sie  für  ein  bewegtes  Coordinaten- 
system gelten  sollen  statt  für  ein  ruhendes.  In  einem  besondern 
Falle  haben  wir  diese  Aufgabe  bereits  im  §  4.  der  vierten  Vorlesung 
gelöst,  in  dem  Falle  nämlich,  dass  die  Achsen  des  Coordinatensystemes 
bei  ihrer  Bewegung  dieselben  Richtungen  behalten  5  und  wir  haben 
dort  nachgewiesen,  dass,  wenn  überdies  das  Coordinatensystem  mit 
gleichbleibender  Geschwindigkeit  in  derselben  Richtung  fortschreitet, 
dieselben  Differentialgleichungen  gelten,  als  wenn  das  Coordinaten- 
system ruht.  Der  Mittelpunkt  der  Erde  bewegt  sich  in  seiner  Bahn 
um  die  Sonne  so  nahe  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  in  un- 
geänderter  Richtung,  dass  man  für  die  Bewegungen  auf  der  Erde 
ohne  merklichen  Fehler  die  Differentialgleichungen,  die  für  ein  ruhen- 
des Coordinatensystem  gelten,  auch  anwenden  darf  in  Bezug  auf  ein 
Coordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  der  Erde 
ist,  und  dessen  Achsen  im  Räume  feste  Richtungen  haben.  Anders 
aber,  als  mit  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Erde  verhält  es  sich 
mit  der  Drehung  um  ihre  Achse,  die  einen  bemerkbaren  Einfluss  auf 
die  Bewegungen  der  Körper,  relativ  zur  Erde,  ausübt.  Um  diesen 
zu  finden,  denken  wir  uns  ein  System  von  materiellen  Punkten,  auf 
welche  beliebige  Kräfte  wirken,  und  welche  beliebigen  Bedingungs- 
gleichungen unterworfen  sind;  und  beziehen  die  Lagen,  welche  diese 
Punkte  zur  Zeit  t  haben,  gleichzeitig  auf  zwei  Coordinatensysteme, 
von   denen   das  eine  im   Räume  ruht,   das  andere  sich  bewegt.     Es 


yS  Nciuile  V^orlusuiig. 

sei  m  die  Masse  eines  der  Punkte^  x,  y,  z  seien  seine  Coordinaten, 
Ä,  Y,  Z  die  Componenten  der  auf  ihn  wirkenden  Kraft  zur  Zeit  i 
in  Bezug  auf  das  ruhende  Coordinatensystem ;  x,  y ,  z\  X\  F\  Z' 
bezeichnen  dieselben  Grössen  in  Bezug  auf  das  bewegte;  endlich 
seien  dx,  Öy,  dz  virtuelle  Variationen  von  x^  y,  z  und  dx,  öy',  dz' 
die  entsprechenden  Variationen  von  x,  y\  z .  Nach  dem  d'Alembert- 
schen  Principe  ist  dann 


0=2'  ("'  ■:;■ "  ^)  *- + ("'  s  -  y)  '•■' + ("S  ~  'Y- 1) 

Jn  diese  Gleichung  führen  wir  die  gestrichenen  Buchstaben  an  Stelle 
der  ungestrichenen  ein.     Dabei  benutzen  wir,  dass 

Ädx  -\-  Fdy  +  Zdz  =  X'öx  +  Y'dy'  +  Z'dz 

ist,  da  diese  beiden  Ausdrücke  die  Arbeit  derselben  Kraft  für  dieselbe 
Verrückung  ihres  Angriffspunktes  darstellen;  im  Uebrigen  führen  wir 
die  Rechnung  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 

X  =  x  cos  IV  l  -\-  y  sin  wl 

y  =  —  x  sin  ivi  -\-  y  cos  ivt  2) 

ist,  wo  IV  eine  Constante  bedeutet,  d.  h.  unter  der  Voraussetzung, 
dass  das  bewegte  Coordinatensystem  mit  der  constanten  Winkelge- 
schwindigkeit IV  um  die  ^'- Achse  in  gewissem  Sinne  sich  dreht,  die 
z-Achse  mit  der  2r'-Achse  und  der  Anfangspunkt  des  einen  Systemes 
mit  dem  des   andern  zusammenfällt.     Aus  den  Gleichungen  2)  folgt: 

Ö  X  =  Öx  cos  IV  t  -f-  dy  sin  ivt 
öy  =  —  Öx  sin  tvt  -f-  Öy'  cos  wl  3) 

Öz  ==  Öz  , 
ferner 

dx         dx  ,    I     dy'     ■  .  >     •  ,    \  '  . 

—  ==  — —  cos  Wl  A — h  sm  IV l  —  IV X  sm  ivl  -4-  wu  cos  wl 

dt  dt  ^      dt  \         J 

du  dx      ■  .     I     dl/'  ,  '  .  •     •  . 

~  = sm  tvl  -\ — ~-  cos  wl  —  wx  cos  wl  —  tvy  sm  wt 

dt  dt  '      dl  ^ 

dz  dz' 

dl       <77 

d^x  il^.v  ,     1     d''- \i' 

-T^  =  ~r^  tos  tvl  -4-    ~  sin  ivt 
dl^  dl^  .  '      (11^ 

—  2iv  ~  sin  wl  -\-  2iv  —j~  cos  wl  —  w'^-x  cos  wt  —  ?üV  sin  wl 
dt  '  dt  ^ 

sin  wl  +     —-  cos  ivt 

'       dl'' 

2 IV  -^  cos  wt  —  2iv  -~  sin  ivt  -4-  w'^x  sin  wt  —  w'^y'  cos  wt 

dl  dt  '  ^ 


und 


d-y 
dt' 

d. 

-2i 

d^z 

di^  ~ 

d-^z' 
dt^' 

§  1.     Ceiiii'ii'ugiilkraft,  g9 

Hiernach  wird  die  Gleichung  1) 

0  =  V  ("//«  ^  -  Z'  -  mtv''x  +  m2tv  ^^  öx 

+  ("i^  —  ^' —mw"-!/' —  fn2w^\  dy'  4) 

Diese  Gleichung  ist  von  derselben  Form,  wie  die  Gleichung  1);  es 
folgt  aus  ihr,  dass  man  von  der  Drehung  des  Coordinatensystemes 
der  x,  y',  z  absehen  kann,  falls  man  zu  den  Kräften  {X' ,  F',  Z'), 
die  auf  die  materiellen  Punkte  wirken,  noch  gewisse  hinzufügt;  die- 
jenige von  diesen  Kräften,  die  sich  auf  den  Punkt  bezieht,  dessen 
Masse  ?n  genannt  ist,  hat  zu  Componenten 


/n 


("■-•■<■■-  2- ff)  '      '"("'■'/ +  2- •;:-).     0.  5) 


Ist  das  System   der  materiellen  Punkte  in  relativer  Ruhe  gegen 
\.chsen  der  x, 
werden  dann  also 


die  Achsen  der  x',  y,  z ,  so  ist  '-^  =  0,    ^^  =  0;  die  Ausdrücke  5) 


mw'^x  ,    nnv-y  ,  0. 

Die  Kraft,  deren  Componenten  diese  sind,  ist  senkrecht  zur  Drehungs- 
achse, der  z'-Achse,  von  dieser  fort  gerichtet  und  hat  die  Grösse 

mixr  ]/ x"^  -{-  y"^  . 

Man  nennt  diese  Kraft  die  Centrifugalkraft.  Bei  einem  Systeme  von 
materiellen  Punkten,  welche  ohne  Aenderung  ihrer  relativen  Lage 
mit  gleichbleibender  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  Achse  rotiren, 
kann  man,  um  die  Beziehungen  zwischen  den  Kräften  zu  beurtheilen, 
die  auf  sie  wirken,  von  der  Rotation  absehen,  falls  man  zu  diesen 
Kräften  die  Centrifugalkräfte  hinzufügt,  die  der  Rotation  entsprechen. 
Dieser  Satz  lässt  noch  eine  Verallgemeinerung  zu,  die  wir  ab- 
leiten wollen.  Wir  nehmen  an,  dass  die  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  Coordinaten  x',  y,  z  die  Zeit  nicht  enthalten;  die  Ver- 
änderungen dx,  dy ,  dz\  die  x,  y,  z  in  dem  Zeitelement  dl  erlei- 
den, sind  dann  virtuelle  Variationen  von  x,  y ,  z  und  können  in 
die  Gleichung  4)  für  öx,  Öy,  Öz  gesetzt  werden.  Geschieht  das, 
so  erhält  man 


0 


=  V  (m  '—  —  X'  —  mw^x\  dx 

+   (^"jii ^'  —  miohA  dy  6) 


(K) 
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Diese  Gleichung  stimmt  überein  mit  einer,  zu  der  man  kommt^  wenn 
man  die  Rotation  des  Coordinatensystems  vernachlässigt  und  dafür 
nur  die  ihr  entsprechenden  Centrifugalkräfte  einführt.  Ist  nun  ferner 
die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Coordinaten  x ,  y,  z 
so  gross,  dass  die  augenblickliche  Lage  des  Systemes  durch  eine  Va- 
riable bestimmt  wird,  so  kann  man  aus  6)  diese  eine  Variable,  also 
die  Bewegung  des  Systemes  berechnen.  Daraus  folgt,  dass  auch  unter 
den  jetzt  gemachten  Voraussetzungen  die  Einführung  der  Centrifugal- 
kräfte vollständig  die  Berücksichtigung  der  Rotation  des  Coordinaten- 
systems ersetzt. 

Dieses  Resultat  ist  von  Wichtigkeit  in  Bezug  auf  die  Bewegun- 
gen der  Körper  auf  der  Erde;  es  zeigt,  dass  man  bei  ihnen  von  der 
Rotation  der  Erde  absehn  darf,  wenn  man  zu  den  auf  die  Körper 
wirkenden  Kräften  die  dieser  Rotation  entsprechenden  Centrifugal- 
kräfte hinzufügt,  vorausgesetzt,  dass  die  Lage  des  Systemes  durch 
eine  Variable  bestimmt  ist,  und  dass  die  Bedingungsgleichungen  zwi- 
schen den  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  in  der  Erde  festes  Coordi- 
natensystem  die  Zeit  nicht  enthalten.  Die  Schwere  ist  die  Resultante 
aus  der  Anziehung,  die  die  Masseneinheit  von  der  Erde  nach  dem 
Gesetze  der  Gravitation  erfährt,  und  der  aus  der  Rotation  der  Erde 
entspringenden  Centrifugalkraft;  diese  Resultante  ist  es,  welche  durch 
die  in  der  vorigen  Vorlesung  besprochenen  Pendelversuche  gemes- 
sen wird. 

Sehen  wir  nun  zu,  wie  hiernach  die  Schwere  der  Grösse  und 
Richtung  nach  auf  der  Erdoberfläche   sich   ändern  müsste,  wenn  die 

Erde   eine  Kugel  und  ihre   Dichtigkeit 
in  gleichem  Abstände  vom  Mittelpunkte 
die  gleiche  wäre.    Den  Abstand  des  be- 
trachteten Körpers  vom  Erdmittelpunkte, 
also   den  Erdradius  nennen,  wir  /?,  die 
nach   dem    Erdmittelpunkte    gerichtete, 
auf    die    Masseneinheit    bezogene    An- 
ziehung der  Erde  G,   den"  Winkel,  den 
der  nach  dem  Körper  gezogene  Radius 
der  Erde  mit  der  Aequatorialebene  die- 
ser   bildet,   gj,    und    %v   die    Winkelge- 
schwindigkeit der  Erde.     Die   z'-Achse 
legen  wir  in  die  Rotationsachse  der  Erde,  die  ^'-Achse  in  den  Schnitt 
ihrer  Aequatorialebene  mit  dem  Meridian   des  Körpers.     Die  Compo- 
nenten  der  Schwere  g  nach  den  Coordinatenachsen  sind  dann 
—  {G  —  'uP'K)  cosg)  ,    0  ,    —  ösing). 


7^'-/^ 


Daraus  folgt 


=  6^/1- 


2 


o^li 


COS' 


9'  +  Kg)    ^^^^ 


7) 
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und,  wenn  man  ^  die  geographische  Breite  des  ßeobachtungsortes 
nennt,  d.  h.  den  Winkel  zwischen  dem  Aequator  und  der  Vertikalen, 
also  der  Richtung  der  Schwere, 


tffip  =  tffg) 

'-    G 


w'H  8) 


Bei  den  Voraussetzungen,  die  wir  über  Gestalt  und  Beschaffenheit 
der  Erde  gemacht  haben,  ist  G  gleich  dem  Werthe,  den  g  unter  dem 
Pole  hat,  es  ist  also  nach  der  Gleichung  6)  der  vorigen  Vorlesung, 
wenn  die  Zeiteinheit  eine  Sekunde  ist, 

G  =  9'«,  8309  . 

Ferner  ist  näherungsweise 

7?  =  ^  40  000  000'" 

2« 

und  w  = 


24.  60.  60  ' 

daraus  folgt 

G  291  * 

Dieser  Bruch  ist  so  klein,  dass  bei  unseren  Betrachtungen  sein  Quadrat 
gegen  die  Einheit  vernachlässigt  werden  kann.  Geschieht  das,  so 
geben  die  Gleichungen  7)  und  8) 


fj  =  G  (1  —    ^    cos-qpj 
tg^  =  tg^(l  +  "^).-^    f  / 


Auch  xp  —  9)  ist  hiernach  sehr  klein,  so  dass  man 

tg?Z>  =  tgop  +      -x-^ 

setzen  darf,  woraus  dann  folgt 

,  .     .     (^      w^R 

il)  —  g)  =  4^  sin  2gp  -^-  • 

Mit  derselben  Genauigkeit  ist 

^  =  ö(^i_-;/Jcos^^) 

j^»  —  <p  =  -^  sm  z  1^  -—  • 

Die  erste  von  diesen  beiden  Gleichungen  ist  von  derselben  Form, 
als  die  aus  den  Pendel  versuchen  abgeleitete  Gleichung  C)  der  vorigen 
Vorlesung;  aber  die  Zahleucoefficienten  von  cos^  1/;  sind  in  beiden 
wesentlich  verschieden.  Der  Grund  hiervon  liegt  darin,  dass  die 
Erde  nicht,  wie  wir  angenommen  haben,  eine  Kugel  ist;  in  Folge 
ihrer  Drehung  ist  sie  sehr  näherungsweise  ein  abgeplattetes  Rotations- 
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ellipsoid,  und  daher  ist  ihre  Anziehung  um  so  grösser,  je  grösser  die 
geographische  Breite  des  Beobachtungsortes  ist.  Hierauf  soll  aber  an 
dieser  Stelle  nicht  näher  eingegangen  "werden. 

§2. 

Auf  die  relative  Bewegung  der  Körper  gegen  die  Erde  übt  die 
Drehung  dieser  im  Allgemeinen  noch  einen  andern  Einfiuss  aus,  als 
den  durch  die  Centrifugalkraft  dargestellten.  Es  soll  dieser  jetzt  für 
einen  freien,  schweren,  materiellen  Punkt  untersucht  werden. 

Es  seien  x ,  y,  z  die  Coordinaten  des  Punktes  zur  Zeit  t  in 
Bezug  auf  ein  in  der  Erde  festes  Coordinatensystem,  dessen  e'-Achse 
die  Erdachse  ist.  Bezeichnen  wir  durch  X' ,  ¥' ,  Z'  die  Componenteu 
nach  den  Coordinatenachsen  der  Schwere,  d,  h.  der  Resultante  aus 
der  Anziehung  dar  Erde  und  der  Centrifugalkraft,  so  ist  dann 

['\   ^-^■-^«'^ 

2-  =  ^'  +  2-f  0) 

Da  in  diesen  Gleichungen  die  Coordinaten  selbst  nicht  vorkom- 
men, sondern  nur  ihre  Differentialquotienten,  so  hört  ihre  Gültigkeit 
nicht  auf,  wenn  man  die  Coordinatenachsen  ohne  Aenderung  ihrer 
Richtung  verschiebt;  wir  können  also  den  Anfangspunkt  in  den  Ort 
legen,  den  der  Punkt  zur  Zeit  ?  =  0  einnimmt;  die  z'- Achse  muss 
dann  parallel  der  Erdachse  sein.  Die  Componenten  der  Schwere  sind, 
strenge  genommen,  nicht  constant;  wir  wollen  sie  aber  als  constant 
ansehn,  d,  h.  voraussetzen,  dass  die  Bahn,  die  der  Punkt  beschreibt, 
unendlich  klein  gegen  die  Dimensionen  der  Erde  ist.  Wir  bezeichnen 
die  Schwere  durch  g,  die  geographische  Breite  des  Beobachtungs- 
ortes durch  i)  und  legen  die  y'-Achse  senkrecht  zum  Meridian.  Gehen 
die  positiven  Richtungen  der  x  und  der  z'  von  der  Erde  fort,  so 
ist  dann 

X'  =  —  ff  cosxjj ,     V'  =  0  ,     Z'  =  —  ff  sinxlj  .  10) 

Nun  soll  statt  des  Coordinatensystemes  der  x',  y ,  z  ein  neues,  das 
der  x,  y,  z  eingeführt  werden,  so  dass  die  y-Achse  mit  der  y'-Achse 
zusammenlallt,  die  z-Achse  aber  die  Richtung  der  Schwere  hat,  also 

X  =  —  x  sm  if  -j-  z  cos  ip        tj    \ 

y  =  y'  *  k^T^  0     -^  Kit- 

z  =  —  x  cos  ^  —  5:'  sin  V'  . 


A'  =  0,      Z=0,      Z^fj 
ist.     Man  kann  dann  setzen 
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Ditferentiirt  man  diese   Gleichungen  zweimal  nach  /,   so  erhält  man 
durch   Benutzung  von  9)  und  10),  so  wie  der  Gleichungen 

X  =  —  a;  sin  t^  —  z  cos  ^'  ,    tj  =  y 

d}x  tj  ,    dy  ,'fh- 


fPy 
d 


■;,  =  -2w  (sint^^  +  cosi^^^)  11) 


dfi         •'     '  ^  dt    ' 

Es  können  diese  Gleichungen  ohne  weitere  Voraussetzungen  nach 
einer  bekannten  Methode  integrirt  werden;  wir  wollen  indessen  ihre 
Integrale  vereinfachen  durch  die  Annahme,  dass  Glieder  von  der 
Ordnung  von  iv'^y  vernachlässigt  werden  können.    Die  Anfangswerthe 

von  ~,   ~  ,    '-^   nennen  wir  «,   li.  v:   wir   erhalten   dann   aus    11) 

dt   ^    dl    '     dl  7    r;    /  ?  j 

zunächst 

'-^  =  a  -\-  2w  sin^.  y 

^  =  r  +  6^^+  '2tv  cosi'.y  , 
und  bei  Benutzung  hiervon,  nach  der  genannten  Annahme 

~  =  ß  —  2iv  [a  sin  i!  •\-  y  cos  i\})  t  —  iv  cos  i'.  ytr  . 

Dieselbe  Annahme  führt  dann  weiter  zu  den  Gleichungen 

X  =  at  -\-  wß  sin  xl>.  t"^ 

11 1^ 
y  =  ß/  —  IV (^cc  sini^  -f"  y  <^os  t)  l'  -—  '^f'  c«^'^  i'-  ^ 

Z  =  yt  -\-  (--L  -\-wß   cos  i'  \   l-  . 

Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  ==  0,  d.  h.  sind  a,  ß,  y  =^  0,  so  wer- 
den dieselben 

x  =  () 

y  =  —  w  cos  ^.  ~ 

woraus  folgt 

'    , ,  =  _  **'  ^^^"^  l/--  •  12) 

Ein  frei  fallender  Körper  weicht  hiernach  in  Folge  der  Drehung  der 
Erde  von  der  Lothlinie  in  einer  zum  Meridian  senkrechten  Richtung 
ab.  Die  Abweichung  findet  im  Sinne  der  Drehung  der  Erde,  d.  h. 
nach  Osten  hin,  statt.  Es  sind  hierüber  von  Reich  in  Freiberg  Ver- 
suche angestellt;  bei  diesen  war 

j^  ==  50"  57' ,    .(/  =  9"' ,  8 1 1  ,    x=]  öS"',  5  . 
Die  Gleichung  12)  ergiebt  hieraus  y  =  27""", 5;  Reich  fand  y  =  28""",  4. 


— -  =  —  ^w 


94  Neunte  Vorlesung. 

§  3. 

Untersuchen  wir  nun  noch  die  Bewegung  eines  einfachen  Pen- 
dels, das  um  seinen  Aufhängepunkt  sich  frei  drehen  kann,  mit  Rück- 
sicht auf  die  Drehung  der  Erde. 

Wir  benutzen  ein  Coordinatensystem  wie  das,  auf  welches  die 
Gleichungen  11)  sich  beziehn,  dessen  z- Achse  vertikal  abwärts  gekehrt 
ist.  Der  Anfangspunkt  sei  die  Gleichgewichtslage  des  schweren 
Punktes  des  Pendels,  /  die  Länge  dieses.  Es  findet  dann  die  Be- 
dingungsgleichung 

x"  ^iß-\-{l  —  zf  =  f 

statt,  und  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind 
^=       2wsm^^+Xx 

(sin^^+cost/.^)+Ay  13) 

j3  =  ^-f  2z^;cos^^+A(z-0. 

Ein  Integral  derselben  findet  man,  wenn  man  sie  mit  dx,  d;/,  dz 
multiplicirt,  addirt  und  integrirt;  so  ergiebt  sich 

dx^ -{-dy"^ -\-dz'^  =  {2gz-]- H)dt'^  ,  14) 

wo  H  eine  willkührliche  Constante  bedeutet.  Um  zu  einem  zweiten 
zu  gelangen,  bilde  man  aus  13) 

—  2w  cos  ih    X  -f^  . 
dt 

Diese  Gleichung  ist  im  Allgemeinen  nicht  integrabel;  sie  wird  es 
aber,  wenn  wir  die  Voraussetzung  einführen,  dass  die  Schwingungen 
des  Pendels  unendlich  klein  sind,  was  wir  thun  wollen.  Es  seien  x 
und  y  gegen  /  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung;  es  ist  dann 
z  von  der  zweiten  Ordnung;  es  ist  nämlich 

Das  letzte  Glied  in  <ier  Gleichung  15)  ist  daher  von  der  dritten 
Ordnung,  während  die  andern  von  der  zweiten  sind.  Bei  Vernach- 
lässigung jenes  erhält  man 

xdy  —  ydx  =  {c  —  ^^;  sin^  {x^  -\-  y"^))  dl ,  16) 

wo  c  eine  neue  willkührliche  Constante  bedeutet.  Die  Gleichung  14) 
wird  dabei 

dx"-  +  dt/  =  ({  {x'-  +  t/)  +  //)  df-  .  17) 
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Tn  IG)  und  17)  setze  man 

X  =  r  cos  0  ,     y  =  r  sin  (/ , 

wo  dann  r  und  5  Polarcoordinaten  des  schweren  Punktes  bedeuten; 
dadurch  erhält  man 

r^^ö  =  (c  —  r'^w  sin^)  dt 
dr^  +  r'^dO-^  =  (''^   r^-  +  lA  dt'  . 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  wird,  wenn  wir 

0  -{-  iw  sin  tl^  =  ^  18) 

machen, 

r''dd-  =  cdl,  19) 

die  zweite  bei  Benutzung  hiervon 

flr'i  4-  r'-dd-^  =  U^  —  w'^siu^  ^)  r^  +  ^  +  c2w  sin  i/;')  dt\      20) 

An  Stelle  von  H  führen  wir  nun  eine  andere  willkührliche  Constante 
h  durch  die  Gleichung 

H  -{-  c2w  sin  ij}  =  h 

ein  und  benutzen,  dass  w  so  klein  ist,  dass  sein  Quadrat  vernach- 
lässigt werden  kann;  die  Gleichung  20)  wird  dann 

dr'^  -h  r^'d^-  =  0  r"-  -{-  h\dt''  .  21) 

Die  Gleichungen  19)  und  21)  können  leicht  vollständig  integrirt  wer- 
den; sie  stimmen  überein  mit  Gleichungen,  auf  die  man  kommt,  wenn 
man  die  Drehung  der  Erde  vernachlässigt,  wie  daraus  hervorgeht, 
dass  sie  tv  nicht  enthalten,  also  ungeändert  bleiben,  wenn  man  iv  =  0 
setzt.  Setzt  man  w  =  0,  so  wird  0-  =  ö,  und  r  und  %■  sind  die  Po- 
larcoordinaten des  Pendelkörpers.  Berücksichtigt  man  die  Drehung 
der  Erde,  so  sind  r  und  ö  diese  Polarcoordinaten  und  zwischen  ö 
und  %  besteht  die  Rotation  18).  Daraus  geht  hervor,  dass  die  rela- 
tive Bewegung  des  Pendels  zu  der  sich  drehenden  Erde  dieselbe  ist, 
als  ob  die  absolute  Bewegung  des  Pendels  diejenige  wäre,  die  es 
haben  würde,  wenn  die  Erde  ruhte,  die  Erde  aber  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit lü  sin  ^  um  die  vertikale,  durch  den  Aufhängungs- 
l)unkt  gehende  Linie  sich  drehte. 

Es  ist  dieses  Resultat  durch  Versuche,   die   zuerst  von  Foucault 
angestellt  sind,  bestätigt. 


Zehnte  Vorlesung. 

(Relative  Verschiebungen  der  Theile  eines  Körpers.  Dilatation  einer  Linie, 
einer  Fläche,  eines  Raumtheiles.  Die  Veränderung  eines  unendlich  kleinen 
Theiles  eines  Körpers  ist  zusammengesetzt  aus  einer  Verschiebung,  einer  Drehung 
und  einer  Ausdehnung  nach  drei  auf  einander  senkrechten  Richtungen.  Haupt- 
dilatationen. Bewegungen  an  der  Oberfläche  eines  Körpers  und  an  der  Be- 
rührungsfläche zweier  Körper.) 

§  1. 
Unsere  bisherigen  Betrachtungen  haben  sich  auf  materielle 
Punkte  und  starre  Körper  bezogen.  Die  letzteren  dachten  wir  uns 
als  Systeme  von  unveränderlich  mit  einander  verbundenen  materiellen 
Punkten;  die  Frage,  ob  diese  sich  stetig  an  einander  schliessen,  brauch- 
ten wir  nicht  zu  erwägen,  und,  dass  ihre  Zahl  unendlich  gross  ist, 
nicht  zu  beachten.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Untersuchung  der  Be- 
wegung von  Körpern,  welche  niefit  starr  sind,  deren  Theile  relative 
Verschiebungen  erleiden;  strenge  genommen,  findet  das  bei  allen  Kör- 
j)ern  der  Natur  statt.  Der  Ausgangspunkt  dieser  Untersuchung  soll 
die  Annahme  bilden,  dass  die  Körper  stetig  ausgedehnte  Materie  sind, 
und  dass  die  Bewegung  in  ihnen  sich  stetig  mit  dem  Orte  ändert. 
Die  Bedeutung  dieser  Annahme  wird  klarer  hervortreten  in  den  Glei- 
chungen, in  die  wir  dieselbe  übersetzen  wollen.  Es  seien  n,  b,  e  die 
Coordinaten  eines  materiellen  Punktes  eines  Körpers  zur  Zeit  f„,  und 
X,  y,  z  die  Coordinaten  desselben  Punktes  zur  Zeit  t\  x,  y,  z  sind 
dann  Functionen  der  4,  stetig  veränderlichen,  Argumente  a,  b,  c,  t, 
und  zwar  stetige  Functionen;  ein  materieller  Punkt  des  Kiirpers, 
dessen  Coordinaten  zur  Zeit  t^ 

a  -\-  da  ,     h  -\-  db  ,     e  -\-  de 

sind,  hat  zur  Zeit  t  die  Coordinaten 

X  -\-  dx  ,     y  +  dy  ,     z  -\-  dz  , 
wo 

dx  =  ?=^  da  -\-  ^rr  db  -\-  ^^  de 

Ca  *    ob  '     de 

dy  =  l^-  da  +  If  rf/'  +  ?•'  de      . 

''  da  '■    öl)  '      Ol- 

dz  =  ~-  da  -f-  -T^  d^i  +  r^  de      ist. 

Oa  '     ch  Of 
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Diest'  Gleichimgt'ji  bilden  die  liasis  der  Betrachtungen,  die  wir  an- 
zustellen haben. 

Wir  können  da,  db,  de  als  die  Coordinaten  zur  Zeit  /„  eines 
Punktes  des  Körpers  in  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem  betrachten, 
dessen  Achsen  denen  des  bis  jetzt  benutzten  parallel  sind,  dessen  An- 
fangspunkt aber  der  Punkt  ist,  dessen  Coordinaten  bis  jetzt  a,  h,  c 
genannt  wurden;  die  Coordinaten  desselben  materiellen  Punktes  zur 
Zeit  t  in  Bezug  auf  dasselbe  Coordinatensystem  sind  dann 

z  —  c  4-  1^-  da4-^^db  4-  ~dc  . 
'Oft  'ob  *     de 

Da  da,  db,  de,  abgesehn  davon,  dass  sie  unendlich  klein  sein  müssen, 
willkührlich  sind,  so  erlauben  diese  Ausdrücke  die  Veränderung  zu 
])eurtheilen,  welche  ein  unendlich  kleiner  Theil  des  Körpers  in  dem 
Zeiträume  von  t^^  bis  /  erleidet.  Das  Charakteristische  dieser  Aus- 
drücke ist,  dass  sie  linear  in  Bezug  auf  da,  db,  de  sind.  Bei  der 
Entwickelung  der  Folgerungen,  welche  hieraus  fliessen,  wollen  wir 
uns  einer  neuen  Bezeichnung  bedienen,  später  aber  zu  der  bis  jetzt 
gebrauchten  zurückkehren. 

§  ^. 
§,  ?2>  S  seien    die  Coordinaten  eines    materiellen  Punktes   eines 
Körpers ;  diese?  Körper  erleide  eine  Veränderung  der  Art,  dass,  wenn 
^",  r]",  l"  die  Coordinaten  desselben  Punktes  nach  dieser  bezeichnen, 

t  =  «1  +  "ni  +  ^nn  +  «i:i^ 

n"  =  «2  +  «21  ^  +  ^^22  n  +  «23  S  2) 

r  =  «3  +  «:u^  +  «32^  +  «3:^^ 

ist,  wo  die  Grössen  a  Constanten  sind.  Es  soll  diese  Veränderung 
untersucht  werden. 

Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  die  G'rössen  a  nicht  unendlich 
sind,  und  dass,  wenn 

i  =  b,,  (r  -  a,)  +  b.,,  in"  -  «2)  +  ^1  (r  -  «o 

n  =  b,^  (r  -  «1)  +  ^2.  in"  -  «2)  +  h2  (5"  -  «3)  3) 

t,  =  ^3  (r  -  «,)  4-  K,  in"  -  «2)  +  *33  (r  -  «3) 

die  Auflösungen  der  Gleichungen  2)  sind,  auch  die  Grössen  b  bestimmte, 
nicht  unendliche  Werthe  haben;  das  erfordert,  dass,  wenn 

«11.     «12;    «13      i 
J)  =  ^      a.,^  ,    ^/22  >    «23      j  ^) 

«31'    «32'    «33      i 
Kii  ciiJiul  1 ,   -Mechanik.  • 
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ist,  d.  h.  wenn  D  die  Determinante  der  Grössen  «j,,  «j.,,  .  .  bedeutet, 
D  nicht  verschwindet.  Wir  wollen  uns  vorstellen,  dass  der  Zustand 
des  Körpers  stetig  geändert  wird,  ohne  dass  D  verschwindet;  dann 
ist  dasselbe  immer  positiv;  denn  es  ist  positiv,  nämlich  =  1,  wenn 
die  Grleichungen  2)  |"  =  | ,  Y'  =  ^  ?  5"  =  % 
sind. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  Punkte  des  Körpers,  die  ursprüng- 
lich in  einer  Ebene  lagen,  in  einer  Ebene  geblieben  sind;  denn  einer 
linearen  Relation  zwischen  ^",  r\' ,  t,"  entspricht  eine  lineare  Relation 
zwischen  ^,  rj,  t,,  und  umgekehrt.  Gerade  Linien  sind  daher  auch 
gerade,  und  Parallelen  sind  parallel  geblieben,  weil  |",  ri",  ^"  unend- 
lich werden,  wenn  |,  r],  t,  es  sind,  und  umgekehrt. 

Die  weiteren  Ueberlegungen  können  wir  durch  die  folgende  Be- 
merkung ein  wenig  erleichtern.  Die  durch  die  Gleichungen  2)  dar- 
gestellte Veränderung  des  Körpers  können  wir  ansehn  als  zusammen- 
gesetzt aus  zweien,  die  nach  einander  bewirkt  werden.  Ausser  den 
beiden  bis  jetzt  betrachteten  Zuständen  denken  wir  uns  einen  dritten, 
einen  Zwischenzustand,  und  bezeichnen  bei  ihm  durch  |',  rj',  ^  die 
Coordinaten  des  Punktes,  auf  den  ^,  iq,  t,  und  |",  t]",  ^'  sich  beziehn. 
Die  Gleichungen  2)  können  wir  dann  ersetzen  durch 

r  =  «i  +  r 
r'  =  «3  +  r 

und  ^'  =  «j,  I  +  ^/,2  >?  +  «13^ 

n    =  «21  ^  +  <^22'?  +  «23  ^  ^) 

^'  =  «31  5  +  «32^  +  «33^- 

Die  durch  die  Gleichungen  5)  dargestellte  Veränderung  des  Körpers 
ist  eine  Verschiebung  ohne  Aenderung  der  relativen  Lage  seiner 
Punkte  und  ohne  Drehung,  eine  Verschiebung  um  eine  Strecke,  deren 
Projectionen  auf  die  Coordinatenachsen  a^,  a^,  a.^  sind.  Noch  zu 
untersuchen  ist  die  durch  die  Gleichungen  6)  dargestellte  Veränderung, 
die  einen  speciellen  Fall  derjenigen  bildet,  auf  welche  die  Gleichun- 
gen 2)  sich  beziehn. 

Denken  wir  uns  eine  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
ausgehende  gerade  Linie  des  Körpers;  «,  ^,  y  seien  die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  sie  mit  den  Achsen  bildet,  r  ihre  Länge  vor  der 
Veränderung,  a',  §1  ,  y\  r  die  entsprechenden  Grössen  nach  derselben; 
dann  ist 


also  nach  6) 


r  = 


j/=r'/3',   g'^r'/, 
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Die   gedachte   Linie  hat  eine  Aenderung    ihrer  Richtung  und  ihrer 

Länge  erfahren;  den  Werth  von 1  nennt  man  ihre  Dilatation-^ 

diese,  so  wie  die  Aenderung  ihrer  Richtung  ist  durch  7)  in  Verbin- 
dung mit 

aus  a,  ß,  y  zu  berechnen.  Parallele  Linien  erfahren  gleiche  Dilata- 
tion und  gleiche  Richtungsänderungen,  wie  daraus  folgt,  dass  ein 
Parallelogramm  ein  Parallelogramm  bleibt. 

Suchen  wir  nun  die  Aenderungen  der  Grösse  und  Richtung  auf, 
welche  eine  ebene  Fläche  erleidet.  Wir  wählen  als  solche  ein  Dreieck, 
dessen  Ecken  im  ursprünglichen  Zustande  des  Körpers  die  Coordinaten 

0,  0,  0,         li,  j;,,  ^^,         ^2,  i;,,,  §2 

und  nach  der  Veränderung  die  Coordinaten 

0,  0,  0,      I,',  1?/,  ^t',      ^2',  )}.;,  i^ 

haben.  Neben  dem  benutzten  Coordinatensystem  führen  wir  ein  zweites, 
das  der  x,  y,  z,  ein,  von  dem  wir  voraussetzen,  dass  es  durch 
Drehung  in  eine  Lage  gebracht  werden  könnte,  bei  der  die  Achsen 
der  X,  y,  z  resp.  mit  den  Achsen  der  |,  r],  t,  zusammenfallen  wür- 
den, und  setzen  allgemein 

^  =  K^x  -f-  «.,//  -f-  a.^z 

v  =  ß^^-  +  ß,y-{-ß.^ 
^  =  y^x  +  y^y  +  y.;^z  . 

Die  .ry-Ebehe  soll  die  Ebene  des  genannten  Dreiecks  im  ursprüng- 
lichen Zustande  des  Körpers  sein.     Es  ist  dann 

^1   =  ^t  ^^'l    +  ßlVx  Vi  =  ßx  «2  +  ^2^2 

^1  =  r\  X\  +  r.y.  ^2  =  r\  ^1  +  VzV^ ; 

daraus  folgt  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6)  und  7)  der  fünften 
Vorlesuijg 

»?i  ti  —  n-il\  =  «3  (^1^2  —  ^iVx) 

^ii>  —  ^2^1  =  As  {Xxy-x  —  x.,y^ 

^1^2  —  §2^/i  =  y^  {^\Vi  —  ^2^1)  • 

Bezeichnet  man  durch  s  die  Fläche  des  genannten  Dreiecks  beim  ur- 
sprünglichen Zustande  des  Körpers,  so  ist 

+  2s  =  0;,?/.,  —  0:3?/, 

Avo  das  Vorzeichen  der  linken  Seite  dadurch  bestimmt  wird,  dass  s 
positiv  ist.  Nennt  man  ferner  a,  ß,  y  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  eine  der  beiden  Normalen  der  Ebene  des  Dreiecks,  also  die 
r- Achse  oder  die  dieser  entgegengesetzte  Richtung,  mit  den  Achsen 
der  ^,  1^,  ^  bildet,  so  ist  daher 
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±2scc  =  r]it2  —  %&i 

+  2s^=ej., -^2^,  8) 

wo  entweder  die  drei  oberen  oder  die  drei  unteren  Zeichen  gelten. 
Eine  ähnliche  Betrachtung  in  Bezug  auf  das  Dreieck  7iach  der  Ver- 
änderung des  Körpers  führt  bei  analoger  Bezeichnung  zu  den  Glei- 
chungen 

±2s'ß'  =  ^^'i;  ~^,'^;  9) 

wo  s  die  Fläche,  «',  ß\  y'  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine  ihrer 
Normalen  mit  den  Achsen  der  |,  %  t,  bildet,  nach  der  Veränderung 
bedeuten,  und  wo  gleichfalls  die  3  oberen  oder  die  3  unteren  Zeichen 
gelten.     Aus  6)  ergiebt  sich  nun 

nxU  —  n'iU  =  («22«3:i  —  «23«32)  (^it-  —  V'iti) 

+  K3«31  — /'21«33)  (Sl^2  —  t-ih)  l^) 

+   («21  «32  —  «22«3l)  (^1^2—  1»%)  • 

Diese  Gleichung  nimmt  eine  einfachere  Gestalt  an,  wenn  man  die 
durch  die  Gleichungen  3)  definirten  Grössen  b  einführt.   Es  ist  nämlich 

^11  =i  («22«33  —  «23«32) 
^'VI^D  K!«3I  —  «21^33) 
^12  "^^  ß     («21  «32   ""   «22  «31)    J 

WO  D  die  Determinante  der  Grössen  a  bedeutet.  Transformirt  man 
mit  Hülfe  hiervon  die  Gleichung  10)  und  fügt  die  zwei  Gleichungen 
hinzu,  die  auf  analogem  Wege  sich  bilden  lassen,  so  erhält  man 

4- /ßj' ==  si>  (*ij  a -f- &10/3  +  ^13^) 

±sß'  =  sD{b,,a-^rb^.J  +  b^^y)  11) 

4-  s'y  =  sL  (Ö31  a  -f  b.^.^ß  -f  ög^y)  , 

wo  auf  den  linken  Seiten  gleichzeitig  das  positive  oder  das  negative 
Zeichen  gilt.  Wir  haben  bereits  angenommen,  dass  der  Zustand  des 
Körpers  stetig  geändert  ist  und  so,  dass  dabei  D  nicht  verschwand; 
setzen  wir  noch  fest,  dass  dabei  die  Normale,  auf  welche  die  Zeichen 
a,  ß,  y  sich  beziehn,  nicht  gewechselt  wird,  so  gilt  das  positive  Zei- 
chen, denn  dieses  gilt  am  Anfange  der  Veränderung,  und  es  kann 
nicht  wechseln,  da  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  1 1 )  nicht  gleich- 
zeitig verschwinden  können ;  geschähe  das  nämlich,  so  müsste  *■'  =  0 
sein,  während  s  von  Null  verschieden  ist ;  d.  h.  es  müssten  3  Punkte 
des  Körpers,  die  ursprünglich  nicht  auf  einer  geraden  Linie  lagen, 
nach  der  Veränderung  auf  einer  solchen  sich  befinden.    Man  hat  daher 
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s'a  =  sZ^  (Z/,,«  4-  &,2^  +  b^.;^y) 

s'ß' =  sJ)(b.;^^a-\-b,.,ß  +  b^^y)  12) 

s'y'  =  .?/>  (^3,  a  -f  ft.52/3  +  ft.,.,y)  . 

Ans  diesen  Gleichungen  ist  die  Riclitungsänderung  und  die  Dilatalion 
der  gedachten  Fläche  zu  berechnen;   mit  diesem  Namen  belegt  man 

den  Werth  von        —  1.     Sie    gelten    übrigens    nicht    allein    für    ein 

Dreieck^  wie  wir  es  l)etrachtet  haben^  sondern  für  jeden  Theil  seiner 
Ebene,  weil  dieser  sich  durch  Addition  und  Subtraction  aus  solchen 
Dreiecken  zusammensetzen  lässt.  Sie  gelten  auch  für  parallele  Flächen, 
weil  parallele  und  gleich  lange  Linien  parallel  und  von  gleicher 
Länge  bleiben. 

Wir  suchen  endlich  die  räumliche  Düalatiou ,  welche  der  durcli 
die  Gleichungen  6)  dargestellten  Veränderung  des  Körpers  entspricht, 
auf.  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  in  dem  Körper  in  seinem 
ursprünglichen  Zustande  einen  durch  zwei  senkrechte  Querschnitte 
begrenzten  Cy linder;  s  sei  die  Grundfläche,  r  die  Länge  der  Achse, 
ci,  ß,  y  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine  der  beiden  Richtungen 
dieser  mit  den  Coordinatenachsen  bildet.  Nach  der  Veränderung  ist 
der  Cyliuder  ein  schiefer  geworden;  es  sei  nun  s  die  Grundfläche,  r 
die  Länge  der  Achse;  es  sollen  ferner  a,  ß',  y  sich  auf  die  Normale 
der  Grundfläche,  «",  ß" ,  y"  sich  auf  die  Richtung  der  Achse  beziehen. 
Es  gelten  dann  die  Gleichungen  12),  und  nach  7)  ist 

r  a  =  ;•  («,,«  +  «,,^  -|-  «,.3/) 
r  ß"  =  /•  («2,  a  +  a.y.ß  +  ü.,^y) 
r'y"  =  r  (0-3, a  +  a^^ß  +  a,,.y)  . 

Diese  Gleichungen  multipliciren  wir  der  Reihe  nach  mit  den  Glei- 
chungen 12)  und  addiren  die  Produkte.  Bezeichnen  wir  das  Volumen 
des  Cylinders  vor  der  Aenderung  durch  r,   nach   derselben  durch  r', 

so  haben  wir 

T  =  rs 

x  =  r  s  {a'a"  -\-  ß'  ß"  -{-  y'y")  . 

Wir  beachten  ferner,  dass  nach  der  bei  3)  gegebenen  Definition 
der  Grössen  b  die  Gleichungen  o)  identische  werden  müssen,  wenn 
man  in  sie  die  Werthe  von  $",  r]" ,  C  aus  2)  substituirt;  daraus  er- 
geben sich  neun  Relationen  zwischen  den  Grössen  a  und  /;,  in  Folge 
deren  die  auf  dem  angegebenen  Wege  gebildete  Gleichung 

t'  =  xD  13) 

wird.     Die  räumliche  Dilatation,  d.  h.  J  —  1  ist  also  =  /?—!;  und 

das  gilt  nicht  allein  für  einen  Cy  linder,  sondern  für  jeden  Theil  des 
Ivörpers,  weil  jeder  Theil  desselben  sich  aus  Cylindern  zusammen- 
setzen lässt. 
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Wir  knüpfen  hier  eine  Bemerkung  an,   auf  die   wir  uns  später 
beziehen  wollen.     Es  seien 

fe2 }    Vi }    Vi 
S3?    ^3;    Sa 
die  Coordinaten  dreier  Punkte  des  Körpers  vor  der  Veränderung  und 

^1';    Vi',    Si] 

^■n    V'i,    U 

U,  %'?  ^3' 
die  Coordinaten  derselben  Punkte  nach  dieser;  es  gelten  dann  die 
Gleichungen,  die  aus  6)  entstehen,  wenn  man  den  Zeichen  |,  rj,  t„ 
I',  7}',  t,'  den  Index  1  oder  2  oder  3  giebt.  Der  6  fache  Inhalt  des 
Tetraeders,  welches  diese  3  Punkte  und  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten zu  Eckpunkten  hat,  vor  oder  nach  der  Veränderung  ist  gleich 
dem  absoluten  Werthe  der  Determinante  jener  oder  dieser  9  Coordi- 
naten. Nach  13)  ist  das  Verhältniss  der  beiden  Determinanten  da- 
her =  ^  B]  es  ist  =  -\-  D,  da  es  mit  J)  der  Einheit  gleich  wird, 
Avenn  die  Veränderung  verschwindet.  Setzt  man  für  JD  seinen  Werth 
aus  4),  so  erhält  man  daher 

fei  7    Vu     il  ^\}   V\y   fci  ^11;   ^'l27   ^''13 

52  7     V2  ,     ^2      j    ^^         ^2}    V2>    ^2  '  ^217    ^22  7    ^23 

^3  7     ^3  7     63  fe3  7    VS'    S3  ^317    ^^32  7    ^'33 

Diese  Gleichung,  die  von  der  Bedeutung  unabhängig  ist,  die  wir  den 
Zeichen  ^',  r],  t,',  ^,  rj,  t,  gegeben  haben,  und  nur  erfordert,  dass  zwi- 
schen diesen  die  Gleichungen  bestehen,  die  nach  dem  Muster  der 
Gleichungen  6)  zu  bilden  sind,  spricht  einen  bekannten  Satz  der 
Determinantentheorie  aus. 


§  3. 
Wir  haben  die  durch  die  Gleichungen  2)  dargestellte  Veränderung 
eines  Körpers  angesehn  als  zusammengesetzt  aus  zweien,  die  durch 
die  Gleichungen  5)  und  6)  dargestellt  sind,  und  von  denen  die  erste 
in  einer  Verschiebung  besteht.  Wir  werden  nun  zeigen,  dass  die 
zweite  zerlegt  werden  kann  in  eine  Drehung  des  Körpers  um  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  in  eine  Veränderung,  die  wir 
eine  Ausdehnung  in  drei  auf  einander  senkrechten  Richtungen  nennen 
wollen.  Wir  führen  neben  dem  Coordinatensystem  der  ^,  r},  l  ein 
zweites  mit  demselben  Anfangspunkte  ein  und  nennen  x,  y,  z  die 
Coordinaten  eines  materiellen  Punktes  des  Körpers  in  seinem  ursprüng- 
lichen Zustande  in  Bezug  auf  dieses.  Wir  denken  uns  den  Zustand 
desselben  nun  so  geändert,  dass,  wenn  x ,  y,  z   die  neuen  Coordinaten 
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des  nümlichen  materiellen  Punktes  in  Bezug  auf  dasselbe  Coordina- 
tensystem  sind, 

>/  =  HV  14) 

z    ==  {l.^Z 

ist,  wo  ft,,  ^.y,  ^.j  positive  Constanten  sein  sollen.  Diese  Veränderung 
belegen  wir  mit  dem  Namen  einer  Ausdehnung  in  den  Richtungen 
der  X,  fj,  z.  Sie  hat  das  Eigen thüraliehe,  dass  die  Theilchen,  die 
ursprünglich  auf  einer  der  Achsen  lagen,  auf  derselben  geblieben 
sind.  Die  Dilatationen,  die  in  den  Richtungen  der  Achsen  statt- 
gefunden haben,  nennen  wir  die  Hauptdüataüonen\  ihre  Grössen  sind 
fi,  —  ],  ft.,  —  1,  1U.3  —  1.  Nachdem  diese  Ausdehnung  stattgefunden 
hat,  denken  wir  uns  den  Körper  um  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  gedreht  und  stellen  uns  vor,  dass  die  Achsen  der  x,  y,  z  diese 
Drehung  mitmachen.  Die  Coordinaten  in  Bezug  auf  sie  des  betrach- 
teten materiellen  Punktes  ändern  sich  durch  diese  Drehung  dann 
nicht,  sondern  bleiben  x ,  y ,  z.  Nun  seien  die  Coordinaten  dessel- 
ben materiellen  Punktes  in  Bezug  auf  das  System  der  ^,  ?^,  t,  im  ur- 
sprünglichen Zustande  des  Körpers  |,  ri,  t,  und  nach  der  Ausdehnung 
und  Drehung  ^',  ri\  t' ;  es  seien  ferner  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
die  Achsen  der  x,  y,  z  mit  den  Achsen  der  ^,72;^  bilden  vor  der 
Drehung 

«1  ^\   y\ 

«2  ^2  y-i 

«:i    ^-.s    y.'i  > 

nach  der  Drehung 

a.;  ß.;  y.; 

so  dass,  gemäss  def  früher  gebrauchten  Bezeichnuugsweise,  die  Buch- 
staben a,  ß,  y  den  Zeichen  §,  rj,  l,  die  Indices  1,  2,  3  den  Zeichen 
X,  ij,  z  resp.  entsprechen.     Es  ist  dann 

x  =  a^l-\r  ß^n-\-  y\l 

y  =  «2|-f /3,7;  +  7.J  15) 

t'  =  a;x'  +  «,'y'  +  rc^z 

n^ß.'x  -\-ß.:y'  +  ß,;z  10) 

t;  =  y^x   +  72>'  +  y,'^'  . 

Öubstituirt  man  in  16)  die  Werthc  von  x,  y,  z  aus  14)  und  dann 
für  x,  y,  z  ihre  Werthe  aus  15),  so  erhält  man 


104  Zeliiitd    VorlcHiiii  g. 

V'=  ^  («i/5,>,  +  ß2^2>2+  a3^,>3)  +  rj (^,/3, V,  +  ^2^2V.  +  ß:iß-A(^:i) 

r  ==  §  («i7t>i  +  «'.^jV^ +«3y:!>3  +  ^  (^iJ^iVi  +  te>2+ Aiy3>3) 

+  ^  (7iyi>i  +  y2y2>2 +y3r3>3) 

Diese  Gleichungen  sind  von  derselben  Form,  als  die  Gleichungen  6); 
sie  lassen  sich  mit  diesen  identisch  machen  durch  passende  Bestim- 
mung der  18  Grössen  a,  ß,  y  und  der  3  Grössen  /a;  man  hat  dazu 
die  9  Gleichungen,  welche  die  Gleichheit  der  Coefficienten  in  den 
Gleichungen  6)  und  17)  aussprechen  und  die  12  Relationen,  welche 
zwischen  den  Grössen  a,  ß,  y  bestehen.  Hieraus  folgt  dann,  dass, 
wie  behauptet  wurde,  eine  jede  durch  die  Gleichungen  6)  dargestellte 
Veränderung  des  Körpers  als  zusammengesetzt  aus  einer  Drehung 
und  einer  Ausdehnung,  wie  sie  durch  14)  dargestellt  ist,  angesehen 
werden  kann. 

Wie  die  Grössen  a,  ß,  y,  ^  berechnet  werden  können,  lehrt  die 
folgende  Betrachtung.  Nehmen  wir  an,  dass  zwischen  ^,  rj,  ^  die 
Relation 

|2  ^_  ^2  _f.  ^2  _    1  lg) 

besteht,  d.  h.  betrachten  wir  materielle  Punkte  des  Körpers,  welche 
ursprünglich  auf  einer  mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  beschriebenen  Kugel  liegen;  die  Gleichungen  6)  ergeben 
dann,  wenn  man  die  Zeichen  b  in  der  bei  3)  angegebenen  Bedeutung 
gebraucht,  zwischen  |',  t/,  t,'  die  Relation 

(öi,r4-^,v+^iO'+(^2i'+M'+^320'+(^3r+/w+«')-=i;i9) 

das  ist  die  Gleichung  einer  Oberfläche  zweiten  Grades,  und  zwar 
eines  Ellipsoids,  da,  wenn  man 

^'  =  r'a,     rj'  =  r'ß',     g'  =  r'y 

setzt,  sie  bei  allen  Werthen  von  n ,  ß',  y  reelle,  endliche  Werthe 
von  r  giebt.  Auf  diesem  Ellipsoid  liegen  also  die  betrachteten  Theil- 
chen  nach  der  durch  4)  dargestellten  Veränderung.  Aus  der  Glei- 
chung 18)  folgt  nun  wegen  15) 

^1  _^  2/2  _^  ^2  _  1 

und  weiter  bei  Rücksicht  auf  14) 

■       ^'^  _J_  -l!  4.  ^  =  1 

Bei  der  Lage,  welche  die  Achsen  der  x,  y,  z  nach  der  Drehung 
haben,  die  wir  als  einen  Theil  der  in  Rede  stehenden  Veränderung 
betrachten,  stellt  diese  Gleichung  also  dasselbe  Ellipsoid  als  die  Glei- 
chung 19)  dar.    Suchen  wir  mit  Hülfe  der  letzteren  die  Hauptachsen 
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desselben,  so  haben  wir  in  ihren  halben  Längen  die  Werthe  von 
^\>  i^2}  ffu  i'i  ^^^^  CQsinus  der  Winkel,  die  sie  mit  den  Achsen  der 
5,  r],  t,  bilden,  die  Werthe  der  «',  ß' ,  y .     Nimmt  man 

r-  +  r  +  r^  =  i 

iin,  so  liudet  man  in  ähnlicher  Weise 

und  \i^^x^'  -f-  V^'ilf'  +  f*:?^2:2  ^^  \ 

als  Gleichungen  cine$  zweiten  Ellipsoids,  falls  die  Achsen  der  .r,  y,  z 
die  Lage  haben,  die  sie  vor  jener  Drehung  besitzen     Die  Halbachsen 

desselben   haben   die  Längen  — ,  -  ,      ,  und  die  Cosinus  der  Winkel, 

f*l       f^2      f*3 

die  sie  mit  den  Achsen  der  |,  r\,  'C,  bilden,  lehren  die  Werthe  der 
«,  ^,  y  kennen. 

§4. 

Berechnen  wollen  wir  die  Drehung  und  die  Grössen  und  Rich- 
tungen der  Hauptdilatationen,  welche  den  Gleichungen  6)  entsprechen, 
nur  in  dem  Falle,  dass  die  ganze  Veränderung  unendlich  klein  ist. 
Es  müssen  die  Hauptdilatationen  /n,  —  1 ,  jitj  —  ^  x  f*3  ~  ^  ;>  ^^^  ^^"^ 
nun  A,,  A.^,  A.,  nennen  wollen,  dann  unendlich  klein  sein  und  ebenso 
die  Differenzen 

ä  ~  a,    ß'  —  ß,    y'  -  y, 
die  wir  durch 

öa,    öß,    Öy 

bezeichnen  wollen,  für  die  Indices  1,  2,  3.  Nach  den  Relationen, 
die  zwischen  den  Grössen  a,  ß,  y  bestehen,  werden  daher  die  Glei- 
chungen 17)  bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  höherer 
Ordnung 

I'  —  I  =-- 1(« , -  A ,  -j-  «•/-' A, -f- «3-  A.^  -f- 0^ I  *5 «I  +  ^-1  ^ '"-■2  +  ^•.'. ^ ^:) 

+  i?f«,/3,A,-f  «2^.^'^, +  «,/?,  A.,  4-/3,  da, -f/5,dr»;,-f^;,da3) 

+  t(«iri  ^1  +  «2  72  ^•'  +  «;)  7:3  ^3 +  7)  <^«i  +72  ^«2 +  7:«'^«'?) 

'/  -  >?  =  1(^1  «,  ^  ,  +  ^2  «2  ^J  +  ^;t  «3  h  +  « I  <^Y^  1  +  «2  ^ß2-\-  «3  ^  ß-.i) 

-^r}{ß,n,+ß,^i,-\-ß,n,-^ß,dß,-{-ß,öß,-\-ß,dß,) 

t  —  &=M7iai^t+72«2'^2  +  73«3'l3+«l^ri+«2^r2  +  «3^>':0 

-hv{y,ß^^l-{-y^^ß2h  +  r■^ß■^h  +  ß^öy,+ß,^y,-\-ß,öy,) 
+  5(7i^A,-f-j^,U2 +  y:,' A3 +  y,d>,  4-^,(5^2 +  73^73) • 
Durch  Variation  der  Relationen  zwischen  den  Grössen  cc,  ß,  y  erhält 
man  G  Relationen  zwischen  den  Grössen  a,  ß,  y,  8a,  d ß,  dy,  welche 
im  §  2.  der  fünften  Vorlesung  nach  Aufstellung  der  Gleichungen  10) 
angegeben  sind.  Li  Folge  derselben  giebt  die  Vergleichung  deV 
(fleichungen  20)  mit  den  Gleichungen  6) 
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«'23  +  «3 


21: 


«31  +  ('\ 


=  ß\Y\^i  +'ß-ir2h  +  ß-.sr-ih 

^t"  =  «.  ßx  ^i  +  C^-zß-^h  +  «3  A>^:.,  • 
An  dem  angeführten  Orte  ist  gezeigt,  dass  die  Grössen 

ß\^Yl+ß2^n-\-ßz^?i^     ri«^«!  +7-A2  +  y3^'«3  7     «l^^l+M/^2+MA5^ 

die  dort  mit  jr',  %^  q  bezeichnet  wurden ,  die  Componenten  der 
Drehung  nach  den  Achsen  der  ^,  rj,  t,  sind.  Durch  Yergleichung 
der  Gleichungen  20)  und  G)  findet  mau  daher  als  die  Werthe  dieser 
Componenten 

22J 


_%[  «21   —  «12 


Die  Werthe  der  Grössen  a,  ß,  y,  l  ergeben  sich  durch  die  folgende 
Betrachtung.  Aus  den  Gleichungen  21)  findet  man  leicht  bei  Rück- 
sicht auf  die  Relationen  zwischen  den  a,  ß,  y 


K.-l 


1    \    ,,      _|       «12  +    «Sl    /a      _l_   «13  +    «31    ,, 


:0 

0 


^^  «1  +  {^^22  -  1  -  ^,)  ßi  +  ''-p^  r 
«3ii-_'^i3  ^^  ^  «._±_«.3  ß^  _f_  (^^^  _  1  _  20  ^1  =  0. 


23) 


Da  nun  a^,  /3, ,  y^  nicht  gleichzeitig  verschwinden  können,  weil  die 
Summe  ihrer  Quadrate  =1  ist,  so  muss  die  Determinante  dieser 
Gleichungen  verschwinden ;  d.  h.  es  muss  Aj  eine  Wurzel  der  cubi- 
schen  Gleichung 


-  1  —  A 

«21  +  «1> 

2 

«31  +  «13 


ff.,., 


«12  +^21 

2 

-  1  — A 

«?2  +  «23 


«13  +  «31 

2 

«23  ~l~  «32 

•2 
—    1    — 


24) 


sein.  Die  Gleichungen  23)  bleiben  aber  auch  gültig,  wenn  mau  den 
Index  1  mit  dem  Index  2  oder  3  bei  den  Zeichen  a,  ß,  y,  A  ver- 
tauscht, woraus  dann  folgt,  dass  A,,  X^,  A3  die  3  Wurzeln  der  Glei- 
chung 24)  sind.  Hat  man  eine  dersell^en  für  A,  gewählt,  so  bestimmen 
die  Gleichungen  23)  die  Verhältnisse  von  a^,ß^,y^•^  man  findet  diese 
Grössen  selbst  bis  auf  das  Vorzeichen  ei?ier,  welches  willkührlich  bleibt, 
durch  Hinzuziehung  der  Gleichung 


«.•-'  +  ßi'  +  rr  -  1 
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Auf  ähnliche   Weise    ergeben  sich   die  Werthe  von   a^,  ß.^,  y^  und 
"3J  ßs)  y^'     Auch  die  Vorzeichen  einer  der  Grössen  «2?  ß-zj  Y2  ^^^ 
einer  der  Grössen  a, ,  ß.^ ,  y.^  können  noch  willkührlich  gewählt  werden. 
Wir  merken  an,  dass  die  räumliche  Dilatation 

-  (^if^zFs  -  1  =  (1-  +  A,)  (I  +  k,)  (l  +  A3)  —  1  =  A,  +  A2  +  A3, 

also  nach  den  3  ersten  der  Gleichungen  21) 

=  fl-ii  —  1  +  «,2  —  l  +  ^33  -  I  25) 

ist. 

§5. 

Wir  kehren  nun  zurück  zu  der  in  §  1.  entwickelten  Vorstellung 
und  der  dort  gebrauchten  Bezeichnung.  Aus  den  gewonnenen  Re- 
sultaten ist  zu  schliesseu,  dass  die  Veränderung,  welche  irgend  ein 
Theil  des  Körpers,  dessen  sämmtliche  Dimensionen  unendlich  klein 
sind,  bei  seiner  Bewegung  in  irgend  einem  Zeiträume  erleidet,  ange- 
sehen werden  kann  als  zusammengesetzt  aus  einer  Verschiebung, 
einer  Drehung  und  einer  Ausdehnung,  wie  sie  durch  die  Gleichungen  14) 
charakterisirt  ist.     Die  Gomponenten  der  Verschiebung  sind 

X  —  a,    y  —  ö,     z  —  c; 

der  materielle  Punkt,  der  bei  der  Drehung  und  der  Ausdehnung  keine 
Verrückung  erfährt,  ist  derjenige,  dessen  ursprüngliche  Coordinaten 
a ,  b,  c,  dessen  Coordinaten  nach  der  Veränderung  also  x,  y^  z  sind. 
Die  Gomponenten  der  Drehung,  die  Grössen  und  Richtungen  der 
Hauptdilatationen,  wie  alle  Dilatationen,  die  stattgefunden  haben, 
findet  man  aus  den  dafür  aufgestellten  Formeln,  wenn  man  in  ihnen 

dx  dx  dx 

'^H  "~  da'      ^'2  —  Yb'      ^^3  ==  ^7 

"•^1  ~  da'     ^'22  —   37;  5      «23  —  ^  ^^) 

^'31  —  a« '   ^'=^2  —  ä6 '   ^-^-^  —  Tc 

«etzt. 

Die  Veränderung,  welche  der  betrachtete  Theil  des  Körpers  in 
einem  Zeitelement  dt  erleidet,  ist  unendlich  klein;  auf  sie  können 
daher  die  Formeln  eine  Anwendung  finden,  welche  in  §  4.  entwickelt 
sind.  Um  diese  Anwendung  zu  machen,  nennen  wir  x,  y,  z,  was 
wir  bisher  a,  b,  c  nannten,  und  schreiben  x  -\-  dx,  y  -\-  dy ,  z  -{-  dz 
für  x,  y,  z]  zugleich  setzen  wir 

dx  =  udt,     dy  =  vdt,     dz  =  wd(. 

d.  h.  wir  bezeichnen  durch  it,  v,  w  die  Gomponenten  der  Geschwin- 
digkeit, welche  zur  Zeit  t  im  Punkte  (x,  y,  z)  stattfindet;  die  Glei- 
chungen 26)  werden  dann 
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-  1  =^r//, 

ex 

«13. 

3«    i> 

«22-l  =  ä-y^^^ 

«23 

oz 

a,,  =  t  dt, 

>*'        ex 

«32  =1^^^ 

flf 

;i3 

—   1 

dv)  , 
=  ^-  dl 

oz 

27) 


Den  Ausdrücken  22)  zufolge  sind  daher  die  Componenten  derDrelumgs- 
gesclivvindigkeit  im  Punkte  x,  y,  z  zur  Zeit  / 

H^//'"^")'  H^~'^^)'  H^"^^)'         ^ 

und  nach  25)  ist  die  räumliche  Dilatation,  die  in  dem  Zeitelemente 
dt  hier  vor  sich  geht, 

f|ii4.|l4_|ü'\r/^.  29) 

\dx    '   dy    '    czj 


§6. 

"Wir  wollen  nun  eine  Ueberlegung  anstellen,  die  sich  auf  die 
Oberfläche  des  bewegten  Körpers  bezieht,  und  beweisen,  dass  (unter 
der  Voraussetzung  der  IStetigkeit  der  Bewegung)  diese  immer  von 
demclbcn  materiellen  Punkten  gebildet  wird.  Denken  wir  uns  einen 
materiellen  Punkt,  /',  der  in  einem  Augenblick  nicht  in  der  Ober- 
fläche liegt,  und  betrachten  einen  Theil  des  Körpers,  der  in  diesem 
Augenblick  eine  um  P  beschriebene,  unendlich  kleine  Kugel  ist.  Nach 
unseren  Betrachtungen  ist  dieser  Theil  in  jedem  andern  Augenblick 
ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  P  ist.  Daraus  geht  hervor,  dass  ein 
materieller  Punkt,  der  einmal  nicht  in  der  Oberfläche  liegt,  nie  in 
dieser  sich  befindet^  und  hierdurch  ist  jene  Behauptung  mit  anderen 
Worten  ausgesprochen.  Um  dieselbe  analytisch  auszudrücken,  schrei- 
ben wir  die  Gleichung  der  Oberfläche  zur  Zeit  / 

/■{x,  y,  z,  0  =  0,  30) 

und  fassen  einen  materiellen  Punkt  ins  Auge,  der  zur  Zeit  t  in  der 
Oberfläche  Hegt;  derselbe  liegt  dann  auch  zur  Zeit  l  -\-  dl  m  ihr; 
d,  h.  wenn  f  =  0  ist,  so  ist  auch  die  Aenderung  =  0,  die  f  erfährt, 
wenn  t  um  dl  wächst  und  gleichzeitig  x,  y,  z  um  udl,  vdt,  ivdl 
wachsen;  es  ist  dann  also 

Öl    ^       OX    '       cy    '        oz  ^  ' 

Die  Oberfläche  eines  Körpers  besteht  aus  den  Flächen,  in  denen 
er  andere  Körper  berührt.  Es  sei  30)  die  Gleichung  einer  solchen 
Fläche  und  es  seien  e/, ,  y,,  iv^  und  ii^,  v^,  tc^  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  am  Orte  (.r,  y,  z)  in  dem  ersten  und  in  dem  zweiten 
Körper;  die  Gleichung  31)  giebt  dann 
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dt    '      ^  dx    '      ^  Cy  ^  dz 

und  |^  +  „   8^  +  ,,|Z  +  .„^|^  =  o. 

dt    ^      •  dx    ^      ^  cy    ^       ^  dz 

Zieht  man  diese  Gleichungen  von  einander  ah,  hezeichnet  durch  n 
(üne  von  den  heiden  Richtungen  der  Nornnile  der  Fliiclie  im  I'unkte 
(x,  y ,  z)  und  benutzt,  dass  dann 

df     dr    df  /     s  f     ,  ,     . 

di'd^'Tz^  ^^^  ("-^'^  •  ^°^  ^''^^  *  ^^^  (^'^^ 

ist,  so  erhält  man 

u^  cos  (nx)  -f~  ^i  ^^^  i^w)  ~\~  ^^i  cos  {tiz) 

=  ?<.^  cos  {7ix)  -\-  ^2  cos  (ny)  -f-  i(^>  cos  (wc) ;         '  "'' 

eine  Gleichung,  welche  ausspricht,  dass  die  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit nach  der  Normale  der  Grenzfläche  für  beide  Körper 
denselben  Werth  hat. 

Wir  können  es  als  möglich  annehmen,  dass  auch  in  einem  Körper 
eine  Fläche  vorhanden  ist,  an  der  die  Geschwindigkeit  sprungweise 
sich  ändert;  wir  haben  dann  die  beiden  Theile,  in  welche  die  Fläche 
(die,  wenn  sie  ungeschlossen  ist,  in  beliebiger  Weise  zu  einer  ge- 
schlossenen ergänzt  werden  kann)  den  Körper  theilt,  wie  zivei  Körper 
zu  betrachten.     Auch  dann  muss  die  Gleichung  32)  gelten. 


Eilfte  Vorlesung. 

(Druckkräfte.  Abhängigkeit  der  Di-uckcomponenten  von  der  Richtung  und 
dem  Orte  des  Flächenelementes,  auf  welches  sie  sich  beziehn.  Gleichheit  des 
Druckes  auf  beiden  Seiten  der  Berührungsfläche  zweier  Körper.  Innere  Kräfte. 
Werthe  der  Druckcomponenten  bei  Flüssigkeiten  und  elastischen  festen  Körpern.) 

§   1- 

Für  die  Einfachlieit  der  Darstellung  der  Bewegungen  der  Körper 
ist  es  von  Nutzen  neben  den  Kräften,  welche  wir  bisher  allein  zu 
betrachten  gehabt  haben,  und  welche  auf  die  Theile  eines  Körpers 
wirken,  andere  einzuführen,  welche  auf  die  Theile  seiner  Oberfläche 
ausgeübt  werden.  Man  nennt  diese  Drucke  oder  Druckkräfte.  Der 
Druck,  der  auf  ein  Element  der  Oberfläche  eines  Körpers  wirkt,  ist 
gleichartig  mit  der  bewegenden  Kraft,  welche  auf  einen  materiellen 
Punkt ^ ausgeübt  wird;  ihm  kommt  eine  gewisse  Grösse  und  eine  ge- 
wisse Richtung  zu;  wir  werden  bei  einem  Drucke  von  seiner  Com- 
ponente  nach  einer  gewissen  Richtung,  seinem  Drehungsmoment  in 
Bezug  auf  eine  gewisse  Achse ,  seiner  Arbeit  für  eine  gewisse  Ver- 
rückung seines  Angriffspunktes  in  demselben  Sinne  sprechen,  wie  bei 
einer  Kraft  der  Art,  die  wir  bisher  allein  betrachtet  haben.  Mit  der 
Grösse  des  Flächenelements,  auf  welches  der  Druck  bezogen  wird, 
ist  derselbe  proportional. 

Den  so  verallgemeinerten  Begriff  der  Kraft  werden  wir  eben  so 
Avenig  vollständig  zu  definiren  versuchen,  als  wir  es  früher  mit  dem 
specielleren  gethan  haben;  wir  wollen  allein  feststellen,  was  man 
über  die  Bewegung  eines  Körpers  aussagt,  wenn  man  die  Kräfte  an- 
giebt,  die  auf  seine  Theile,  und  die  Druckkräfte,  die  auf  die  Theile 
seiner  Oberfläche  wirken. 

Für  ein  System  materieller  Punkte,  die  irgend  wie  so  mit  ein- 
ander verbunden  sind,  dass  eine  Verschiebung  in  jeder  Richtung  und 
eine  Drehung  um  jede  Achse  ohne  Aenderung  der  relativen  Lage 
möglich  ist,  gelten  die  in  den  §§  3.  und  5.  der  vierten  Vorlesung 
entwickelten  Sätze  von  der  Bewegung  des  Schwerpunkts  und  Flächen- 
sätze.  Einen  Körper  betrachten  wir  als  ein  solches  System  mate- 
rieller Punkte.  Der  Ausspruch,  dass  auf  die  Theile  eines  Körpers 
gewisse  Kräfte,  auf  die  Theile  seiner  Obei-fläche  gewisse  Druckkräfte 
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wirken,  soll  gleichbedeutend  mit  den  G  Gleichungen  sein,  welche  die 
Sätze  von  der  Bewegung  des  Schwerpunkts  und  die  Flächensätze  aus- 
drücken, wenn  man  jene  Kräfte  und  Druckkräfte  als  die  einzigen 
wirkenden  Kräfte  in  Rechnung  bringt. 

Es  sei  dt  ein  Element  des  Volumens  des  Körpers,  /t  die  Dich- 
tigkeit dieses  Elements, 

}iXdr,     ^iVdr,     uZdt 

seien  die  Componenten  der  darauf  wirkenden  Kraft,  da  ein  Element 
der  Oberfläche,  n  die  nach  dem  Innern  des  Körpers  gerichtete  Nor- 
male desselben, 

Xnds,     Fnds,     Z„ds 

die  Componenten  des   darauf  wirkenden  Druckes,  x,  y,  z  die  Coor- 

dinaten  eines  Punktes  von  dx  oder  von  ds  und  endlich  Vo,     .4,       ". 

f/^2  '  dl^^  dl' 
die  Componenten  der  Beschleunigung  dieses  Punktes.  Nach  der  eben 
gegebenen  Definition  und  nach  den  Gleichungen  3)  und  9)  der  vierten 
Vorlesung  ist  dann 

Tu  ^-J^  dx  =   C ^Xdx  +   C Xnds 

f'iijlidt  =j\cFdx  +Jv,.ds  1) 

/V  (y  S  ~  ^  S)  ^^  =f^  {yZ~zY)dx  +J{yZ„  -  z F„)  ds 
/  '"  (^  ^  ~" ^'^ ^)  ^^  ^  1^  {zX—xZ)  dx-]-  j  {zX„  —xZ„)  ds    2) 

I  ^  (^  S  ~  -^  rfl)  ^^  ^  /  ^  ^^  ^  ~  ^^^'^  ^^  +  /  (^ y»  —  y^»)  d^' 

§  2. 

Ein  jeder  Theil  eines  Körpers  ist  selbst  ein  Körper,  auf  den  die 
Gleichungen  1)  und  2)  angewandt  werden  können.  Daraus  folgt,  dass 
die  Zeichen  X>,,  Y„,  Z,,  auch  für  jedes  Flächenelement  im  Innern 
eines  Körpers  eine  Bedeutung  haben  müssen.  Ihre  Werthe  werden 
von  dem  Orte  des  Flächenelementes  und  von  der  Richtung  seiner 
Normale  n  abhängig  sein.  Die  Abhängigkeit  von  der  letzteren  finden 
wir,  wenn  wir  die  Gleichungen  1)  für  einen  Theil  des  Körpers  bilden, 
dessen  sämmtliche  Dimensionen  unendlich  klein  sind.  Gesetzt,  diese 
seien  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung ;  dann  sind  die  Integrale 


und 


/  ^'j^^dx    und      /   aXdr, 
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die  Endlichkeit  der  Kräfte,   wie  der  Beschleunigungen  vorausgesetzt, 
unendlich  klein  von  der  dritten  Ordnung;  das  Integral 


/ 


.r,,  ds 


würde    aber  von  der  zweiten  Ordnung  unendlich    klein   sein,   wenn 
nicht  bei  alleiniger  Rücksicht  auf  die  Glieder  niedrigster  Ordnung 


J 


An  ds  =  0 


:-i) 


wäre.  Es  muss  daher  die  Gleichung  3)  bestehn.  Wir  wollen  die- 
selbe auf  ein  unendlich  kleines  Tetraeder  anwenden,  bei  welchem  die 
nach  Innen  gerichteten  Normalen  dreier  Seitenflächen  den  Coor- 
dinatenachsen  parallel  sind.  Das  Zeichen  JT«  soll  für  die  4te  Seiten- 
fläche beibehalten,  die  entsprechenden  Grössen  für  die  anderen  aber 
J'.r;  Äy,  Xz  genannt  werden.  Ist  s  die  Grösse  der  4ten  Seitenfläche, 
so  sind  die  Grössen  der  3  andern 

—  s  cos  {nx)y    —  s  cos  iny),     —  s  cos  [n z) ; 

die  Gleichung  3)  wird  daher  bei  Fortlassung  des  Factors  s 

Xu  =  X^c  cos  {n  X)  -f-  Xy  cos  {ii  y)  -\-  X.  cos  (n  z) .  4) 

In  Folge  dieser  Relation  wird  die  Gleichung  3)  für  jeden  Theil  des 
Körpers,  dessen  sämmtliche  Dimensionen  unendlich  klein  sind,  er- 
füllt, da 

/  ds  cos  {nx)  =  0 ,       I  ds  cos  {nij)  ==  0 ,       i  ds  cos  (n?)  =  0     5) 

ist.  Diese  Gleichungen  ergeben  sich  leicht  aus  dem  folgenden  Satze, 
von  dem  wir  mehrmals  Anwendungen  zu  machen  haben  werden: 

Ist  V  eine  eindeutige,  stetige  Function  der  Coordinaten  x,  y ,  z 
eines  Punktes  eines  begrenzten  Raumes,  dt  ein  Element  dieses  Raumes, 
ds  ein  Element  seiner  Oberfläche  und  n  die  nach  dem  Innern  des 
Raumes  gerichtete  Normale  von  ds^  so  ist 

/  —  dx  =  —   /   V  cos  {)ix)ds 
I  -^  dt  ==  —   /   r  cos  (ny)  ds  q\ 

—  </t  ==  —    /  F  cos  (nz)  ds  . 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichungen  sieht  man  ein,  wenn  man  in  ihren 
linken  Theilen  dx  dy  dz  für  dr  setzt  und  die  Integration  nach 
X,  y  oder  z  ausführt.  Man  braucht  in  ihnen  nur  V  =  l  zu  setzen, 
um  die  Gleichungen  5)  zu  erhalten. 

Der  Gleichung  4)  kann  man  zwei  ähnliche,  auf  demselben  Wege 
abzuleitende,  hinzufügen;  so  dass  man  hat 
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Xn  =  X,  COS  (nx)  -\-  Ay  cos  {ntj)  +  ^z  cos  {?iz) 

Fn  =  Vx  cos  {nx)  -f-  Vy  cos  (wy)  -f-  V^  cos  (nz)  7) 

'2'„  =  Z:c  cos  (n  a;)  +  ^y  cos  (^/  y)  -|-  Z,  cos  (« z) . 

Die  9  Grössen  Xa:,  Xy  .  . ,  die  hier  auftreten ,  sind  Functionen  von 
X,  y,  z,  die  wir  als  im  Allgemeinen  einwerthig  und  stetig  annehmen ; 
nur  in  ein/x'Inen  Flächen,  in  den  Berührungsflüchen  verschiedener 
Körper,  sollen  sprungweise  Aenderungen  derselben  eintreten  können. 
Für  irgend  einen  Theil  eines  Körpers  ist  dann  nach  den  Gleichungen 
4)  und  6) 

und  daher  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  1) 

Da  diese  Gleichung  für  jeden  Theil  des  Körpers  gelten  soll,  so  muss 
der  Factor  von  dx  unter  dem  Integralzeichen  verschwinden.  Zu  der 
GleichuDg,  die  so  erhalten  ist,  lassen  sich  wiederum  zwei  ähnliche 
hinzufügen,  so  dass  wir  erhalten 

d'X  y        dXx        oXy         dXz 

^  dt^        ^  dx  dy  dz 

^li^^^^  ~~    df  '~   dy    ~"dz'  8) 

^^  _       7  ^2x  dZy  dZz 

^  d?  ~^^'  ~J^  ~  dir  "~  dz  ' 

Setzt  man  die  hierdurch  gegebenen  Werthe  von  ^  ^  und  fi  — ^  in 
die  erste  der  Gleichungen  2),  benutzt,  dass  in  Folge  von  6) 

\     ^  ^'     .^  ^T  =      i     zYa:  cos   {lix)  Cls 

—  I  ^    d~^  ^r  =    l  zYy  cos  {ny)  ds 

—  f  z^ff  dx  =    I' zF,  cos  (nz)  ds  +  /V,  dr 

—  /  y    ö— -  dr  =    I  y Zj^  cos  (nx)  ds 

—  f  y   d'y  ^^  ^    /^^^  ^^^  ^^^^  ^^  +  / ^^  ^^ 

—  i  y  -^  dx  =    i  yZz  cos  {nz)  ds 

ist,  und  berücksichtigt  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  7),  so  er- 
hält man 


!• 


{1\  —  Zy)  dx  =  0 

Kirchhoff,   Mechanik. 
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Hieraus  folgt 

F.  =  Z,  . 

Dieser    Gleichung    lassen    sich    zwei    ähnliche    hinzufügen,    so    dass 
man  hat 

Y,=Zy,     Z,==X,,     Äy=r.,..  9) 


Der  Druck,  den  ein  Flächenelement  erfährt,  ist  im  Allgemeinen 
schief  gegen  dieses  gerichtet;  doch  giebt  es  für  jeden  Ort  drei  auf 
einander  senkrechte  Flächeuelemente,  die  senkrechte  Drucke  erleiden. 
Zu  diesem  Resultate  führt  die  folgende  Betrachtung. 

Es  sei  n  die  Normale  eines  Flächenelementes,  auf  welches  ein 
senkrechter  Druck  wirkt,  und  p  die  Grösse  dieses  Druckes;  dann  ist 

Ä„  ==  p  cos  {n  x) ,     F„  ==  p  cos  (ny) ,     Z„  =p  cos  {n  z) ; 

also  nach  7) 

[Xx  —  p)  cos  {nx)  -f  Xy  cos  {nif)  -f-  X^  cos  {nz)  =  ^ 
Ya:  cos  {nx)-\-  {Y y  —  p)  cos  {iiy)  -(-  Y^  cos  inz)  ==  0     10) 
Z^  cos  {nx)  -f-  Zy  cos  (jiy)  -\-  {Z^  —  p)  cos  (nz)  =  0. 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit 

cos-  {nx)  -f-  cos^  {ny)  -j-  cos^  {nz)  =  1 

bestimmen  die  4  Unbekannten  p,  cos  (nx),  cos  {ni/),  cos  (nc).  Sie 
sind  wegen  der  Relationen  9)  dieselben  als  diejenigen,  auf  welche 
man  geführt  wird,  wenn  man  Länge  und  Richtung  einer  Halbachse 
der  Fläche  zweiten  Grades  sucht,  deren  Gleichung 

A:,^-^  +  Yyri^-  +  Z,^'--\-  2  i'.^e  +  2ZA^  +  2A,|.;  =  1       11) 

ist,  wenn  |,  t^,  ^  die  Coordinaten  eines  Punktes  bedeuten.  Bezeichnet 
man  nämlich  durch  q  die  Länge  des  radius  vector,  der  mit  den  Coor- 
dinatenachsen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus  a,  ß,  y  sind,  so  dass 

l^^QK,     V  =  9ß>     ^=97 
ist,  so  wird  die  Gleichung  11)  - 

1 


Q' 


=  A,«2  _^  y^ßi  _j_  z.y'i  +  2Y,ßy  +  2Zxya  +  2XyC<ß.  12) 
Man  findet  die  Halbachsen  der  Fläche,  indem  man  die  Maxima  und 
Minima  des  Ausdrucks  von  -^  unter  der  Beding-unff 

ß-  +  /3-  +  y-  —  1  =  0 
sucht.     Hierzu  dienen  die  Gleichungen 

{X,r  -  A)  ß  +  Xyß  +  X,y  =  0 
Y^a  +  {Yy  ~  l)  ß+  Y,y  =  0  13) 

Z^.a-\-  Zyß-i-  {Z,  -  /l)  y=^(), 


§  3.    Hauptdruckc.  jjg 

die  für  A  die  cubische  Gleichung 

1     y.r.    y,-^,      y.  '=o 

ergebeJi-  Die  o  Wurzeln  derselben  entsprechen  den  3  Halbachsen 
Ufld  sind  den  reciproken  Quadraten  dieser  gleich^  wie  man  sieht, 
Avenn  man  die  Gleichungen  13)  mit  a,  ß,  y  multiplicirt,  addirt  und 
das  Resultat  mit  12)  vergleicht.  Die  Gleichungen  10)  werden  aber 
identisch  mit  den  Gleichungen  13),  wenn  man 

p  =  k,     cos  (nx)  =  a,     cos  {ny)  =  ß,     cos  {iiz)  =  y 

setzt.  Daraus  folgt,  dass  die  Hauptachsen  der  Fläche  11)  die  Nor- 
malen von  Flächenelementen  sind,  die  senkrechte  Drucke  erleiden. 
Die  Grössen  dieser  Drucke  sind  den  reciproken  Quadraten  der  Halb- 
achsen dieser  Fläche  gleich.  Man  nennt  sie  die  Uaiiptdrucke;  ihre 
Richtungen  die  Haiipidriickachsen. 

Bezeichnet  man  die  Hauptdrucke  durch  Pi,  p-y,  p,,  und  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  Hauptdruckachsen  mit  den  Coordinatenachsen 
bilden,  durch  a,  ß,  y  mit  den  Indices  1,  2,  3,  so  ist,  wie  aus  den 
Gleichungen  13)  in  Verbindung  mit  den  Relationen  folgt,  welche  aus- 
sprechen, dass  die  Hauptachsen  einer  Fläche  zweiten  Grades  senkrecht 
auf  einander  stehen, 

.r^  ==  ;?,  «^2  -f  p,«.;-'  -f-  p.^cc.^-^ 
y,=P^ßi'  +  P2ß^  +  Pj^ 

^z  =  Pi  7x'  +  P2  yo-  +  ^3  y;.'  14N 

i\  =  Zy=p^ß^y^-{-  p, ß, y,  -f  p.^ ^3 j/., 
Z^  =  Ä,  =p^y^a^  +  P-iT-iCK.,  4-  2hr:i^:i 
Äy  =  y.r  =  Pioc^ßi  +  p^cc^ß.  +  P3«:,/J3. 


§4. 

An  der  Berührungsfläche  zweier  Körper  können  die  Druckcom- 
ponenten  Ä^,  Xy  .  .  Sprünge  erleiden;  bedeutet  n  eine  Normale  der 
Berührungsfläche,  so  sind  aber  X„,  F„,  Z„  stetig,  vorausgesetzt,  dass 
auf  die  Theile  der  Körper  an  der  Berührungsfläche  nicht  unendlich 
grosse  Kräfte  wirken.  Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  betrachten 
wir  einen  beliebigen,  endlichen  Theil  der  Berührungsfläche,  denken 
uns  in  allen  Punkten  dieses  die  Normalen  nach  beiden  Seiten  hin 
gezogen  und  auf  ihnen  Strecken  von  der  unendlich  kleinen  Länge  e 
abgetragen.  Auf  den  Raum,  den  diese  Strecken  erfüllen,  wenden  wir 
die  Gleichungen  1)  an.  Die  hier  vorkommenden,  nach  dt  zu.  neh- 
menden Integrale  sind  unendlich  klein  von  der  Ordnung  von  £;  die 
nach  ds  zu  nehmenden  Integrale  müssen  von  derselben  Ordnung  un- 

8* 
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endlich  klein  sein;  hierzu  ist  erforderlich,  dass  die  Werthe  von 
Xn,  V„,  Z„  auf  beiden  Seiten  der  Berührungsfläche  keine  endlichen 
Unterschiede  haben.  Bei  diesem  Schlüsse  ist  zu  beachten,  dass, 
während  in  den  Gleichungen  1)  unter  n  die  nach  dem  Innern  des 
betrachteten  Raumes  gerichtete  Normale  von  ds  verstanden  wurde, 
wir  hier  ii  als  eine  der  beiden  Normalen  eines  Elementes  der  Be- 
rührungsfliäche  definirt  haben;  die  Folge  davon  ist,  dass  n  auf  der 
einen  Seite  der  Berührungsfläche  hier  und  dort  dieselbe  Bedeutung 
hat,  auf  der  andern  aber  entgegengesetzte  Richtungen  bezeichnet. 


§5. 

Als  wir  in  der  zweiten  Vorlesung  die  Lagrange'schen  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  für  ein  System  discreter  materieller  Punkte 
aufgestellt  hatten,  leiteten  wir  in  der  dritten  aus  diesen  das  d'Alem- 
bert'sche  Princig  und  hieraus  das  Hamilton'sche  ab.  Mit  den  Diffe- 
rentialgleichungen, die  wir  nun  für  die  Bewegung  eines  Körpers  an- 
gegeben haben,  wollen  wir  Operationen  vornehmen,  welche  denen 
entsprechen,  die  uns  dort  zu  dem  Hamilton'schen  Principe  geführt 
haben.  Wir  bezeichnen,  wie  bisher,  durch  x,  y,  z  die  Coordinaten 
eines  gewissen  materiellen  Punktes  des  Körpers  zur  Zeit  t  und  nennen 
dx,  dy,  dz  die  Componenten  einer  unendlich  kleinen,  virtuellen 
Verrückung  dieses  Punktes.  Virtuelle  Verrückungen  sind  hier  ganz 
beliebige,  die  nur  stetig  mit  dem  Orte  sich  ändern  müssen.  Wir 
multipliciren  die  Gleichungen  8)  mit  dx,  Öy ,  dz,  addiren  sie,  multi- 
pliciren  dann  mit  dem  Element  des  Raumes,  den  der  Körper  zur 
Zeit  t  einnimmt,  dt,  und  integriren  über  diesen  Raum.  Wir  be- 
ziehen dabei  dx  auf  einen  gewissen  Complex  von  materiellen  Punkten, 
dessen  Masse  wir  dm  nennen,  so  dass 

15) 


^dr  =  dm 

ist. 

Wir  benutzen,   dass 

ox 

= 

d(X:c8x)              ^      da.-. 

dx               ^  dx 

und  transformiren  in  entsprechender  Weise  die  8  ähnlichen  Glieder. 
Es  tritt  dann  bei  Benutzung  der  Gleichungen  6)  und  7)  die  Summe 

C dm  {Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  +    C ds  {X„dx  -f  Yndy  -\-  Zjz)  16) 

auf,  wo  ds  ein  Element  der  Oberfläche  des  Körpers  bedeutet;  diese 
Summe  ist  die  Arbeit,  welche  die  Kräfte  und  Druckkräfte,  die  auf  die 
Theile  und  die  Oberfläche  des  Körpers  wirken,  bei  der  gedachten 
Verrückung  leisten;  wir  bezeichnen  sie  durch  ü'.  Man  erhält  dann 
bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  9) 


wenn 


J 
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0  =  Jrf«,  (?|-  *,.  +  g  ä,j  +  %  tfz)  -  {/•  -  ^,  17) 

+  ^'  fi*  + 1)  +  '■'  ^  +10  +  '>  (t+  '/f)  I 
gesetzt  wird. 

Die  Gleichung  17)  spricht  das  d'Alenibert'sche  Princip  für  un- 
seren Körper  aus.  Für  den  Fall  des  Gleichgewichts  giebt  sie  die 
Bedingung 

0  =  ^/'  +  F\  ■    19) 

die  das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  ausdrückt. 

Bei  dieser  Rechnung  ist  die  Voraussetzung  wesentlich,  dass  in 
dem  betrachteten  Körper  die  Druckcomponenten  Z^^.-?  ^y,  •  •  und  die 
Verrückungen  8x,  8tj,  dz  sich  überall  stetig  mit  dem  Orte  ändern, 
weil  ohne  dieselbe  die  Anwendung  der  Gleichungen  6)  nicht  gerecht- 
fertigt ist.  Denken  wir  uns  nun  ein  System  von  Körpern,  von  denen 
für  jeden  einzelnen  diese  Voraussetzung  erfüllt  ist;  an  der  Berüh- 
rungsfläche je  zweier  sollen  aber  jene  Druckcomponenten  und  Ver- 
rückungen Sprünge  erfahren  können,  wie  sie  in  §  4.  dieser  Vorlesung 
und  in  §  6.  der  vorigen  betrachtet  sind.  Das  Eigenthümliche  dieser 
Sprünge  ist,  dass  Ä„,  Y„,  Z„,  wenn  n  für  jeden  der  beiden  Körper 
die  nach  seinem  Innern  gerichtete  Normale  bedeutet,  für  beide  ent- 
gegengesetzte Werthe  haben,  und  dass  die  Coraponenten  der  Ver- 
rückungen {dx,  öy,  8z)  nach  der  einen  Normale  einander  gleich 
sind.  Wir  denken  uns  die  Gleichung  17),  nachdem  für  U'  und  F' 
aus  16)  und  \>^)  ihre  Werthe  substituirt  sind,  für  jeden  der  Körper 
gebildet  und  dann  von  ihr  die  Summe  in  Bezug  auf  alle  Körper  ge- 
nommen. Die  Summe  entsprechender  Integrale,  unter  deren  Zeichen 
dm  oder  dx  vorkommt,  lässt  sich  darstellen  als  ein  Integral,  das  über 
die  Masse  oder  das  Volumen  des  ganzen  Systemes  auszudehnen  ist. 
Die  Summe  der  Integrale,  unter  deren  Zeichen  ds  steht,  setzt  sich 
zusammen  aus  einem  Integral  (von  derselben  Form),  welches  über 
die  Oberfläche  des  ganzen  Systemes  auszudehnen  ist,  und  Integralen, 
welche  sich  auf  die  Berührungsflächen  je  zweier  Körper  beziehen. 
Jedes  Element  ds  einer  solchen  kommt  in  dem  entsprechenden  Inte- 
grale zweimal  vor,  da  es  zur  Oberfläche  zweier  Körper  gehört.  Be- 
trachtet man  nur  solche  Verrückungen  8x,  dtj,  Öz,  die  auch  in  den 
Berührungsflächen  der  Körper  keine  Sprünge  erleiden,  so  hat  der 
Factor  von  ds 

Ä„dx-\-  Y„dy-\-  Zjz  20) 

diese  beiden  Male  entgegengesetzte  Werthe;  'es  verschwinden  in  Folge 
davon  die  auf  die  Berührungsflächen  bezüglichen  Integrale,   und  es 
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gilt  die  Gleichung  17),  mithin  auch  die  Gleichung  ID)  bei  den  in 
m)  und  18)  aMgegebeiieii  Wertheti  ton  V  und  F'  auch  für  ein 
System  toii  Körpern,  äh  deren  ßerüJirungsflächfeü  die  Drutktoihpo- 
faenten  Sprünge  erleideii.  Öas  findet  im  AÜgemeinen  nicht  ääü  i^ 
verrückungen,  deren  Stetigkeit  iü  diesen  Flächen  uhterbroöhen  is{; 
es  findet  aber  auch  für  diese  in  einem  Falle  sta^l,  4n  wtr  atisführ- 
bch  Averden  zu  erörtern  haben^  in  dem  Falle  nämlich,  dass  der  bmh 
tlessen  Oomponenten  Ä„,  V,,,  Z„  sind,  immer  ein  senkrechter  ist. 
lii  diesem  Falle  hat  nämlieh  der  Ausdruck  20)  in  den  beiden  Be- 
deutungen ^  ifa  deiieli  er  auftritt;  auch  entgegengesetzte  Werthe,  da 
fei-  gleich  ist  defü  fedtict  aus  der  Grösse  der  Resultante  der  Druck- 
componenten  X^,  Y„,  Z„  in  die  Componente  der  Vetrückung  {px,  8y,  dz) 
nach  der  einen  oder  andern  der  beiden  Normalen  von  ds,  und  diest' 
Componenten  entgegengesetzte  Werthe  haben  müssen. 

Multipliciren  wir  die  Gleichung  17)  mit  dt  und  integriren  sie 
über  einen  beliebigen  Zeitraum,  so  erhalten  wir  durch  Schlüsse  und 
bei  einer  Bezeichnungsweise,  wie  Avir  sie  bei  der  Betrachtung  eines 
Systemes  von  discreten  materiellen  Punkten  benutzt  haben, 


[/^""(S *^  +  Ä *!'  +  fr: *^)] "/<" (*^+  "'  +  n,  21) 

wo  T  die  lebendige  Kraft  bezeichnet,  d.  h.  wo 

ist. 

Setzen  wir  über  die  Variationen  da;,  dy,  dz  noch  voraus,   dass 
sie  alle  für  /  =  ^q  und  l  =  li  verschwinden,  so  wird  die  Gleichung  21) 


0 


=   l'  dt{ßT-\-  U'  '\-  F').  22) 


Hierdurch  ist  das  Hamilton'sche  Princip    für  die   jetzt  betrachteten 
Fälle  ausgesprochen. 

Wir  sehen,  dass,  wenn  man  d;is  d'Alembert'sche  Princip,  das 
Princip  der  virtuellen  Verrückungen  oder  das  Hamilton'sche  Princip 
auf  Körper  anwenden  will,  deren  Theile  relative  Verschiebungen  er- 
fahren, man  zu  der  Arbeit  U'  der  Kräfte  X,  F,  Z  und  der  Druck- 
kräfte, Avelche  auf  die  Oberfläche  wirken,  die  durch  die  Gleichung  18) 
definirte  Grösse  /"  hinzufügen  muss.  Es  kann  diese  auch  als  die 
Ajbeit  gewisser  Kräfte  für  die  gedachte  Verrückung  angesehen  wer- 
den; man  nennt  bisweilen  diese  Kräfte  innere,  und  im  Gegensatze 
dfizn  die  Kräftp,  deren.  Arbeit  di-rch  U'  bezeichnet  ist,  äussere. 
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§6. 

Die  Erfahrung  hat  gelehrt,  dass  man,  nm  zu  einer  einfachen 
Besehreibung  der  Bewegung  der  Körper  zu  gelangen,  annehmen  darf, 
dass  die  Druekcomponenten  X.x,  Xy,  .  .  für  jeden  unendlich  kleinen 
Theil  eines  Körpers  nur  abhängig  sind  von  dem  Zustande  und  der 
Zustandsänderung  dieses  Theiles.  Die  Ausdrücke,  die  man  für  die 
Druekcomponenten  aufstellen  darf,  sind  verschieden  für  die  verschie- 
denen Klassen  der  Körper.  Fassen  wir  zuerst  die  Flüssigkeiten  ins 
Auge.  Wenn  man  absieht  von  den  Erscheinungen,  welche  man  als 
eine"  Folge  der  Eeihung  bezeichnet,  so  kann  man  hier  setzen 

Y,  =  Z ,  =  X,j  =  0 

Xx  =    Yy   =   Zz    . 

Den  gemeinsamen  Werth  von  X^,  Vy,  Z.  bezeichnen  wir  durch  p 
und  nennen  ihn  schlechthin  den  Druck  in  dem  betrachteten  Punkte 
zur  Zeit  t.  Die  Gleichungen  7)  zeigen,  dass  ein  Flächenelement  von 
beliebiger  Richtung  denselben  senkrechten  Druck  p  erleidet.  Dieser 
Fall  ist  derjenige,  auf  welchen  bei  der  Discussion  des  Ausdrucks  20) 
hingewiesen  wurde.     Die  Gleichungen  8)  werden 

d^Z  y  dp 

Diesen  3  Gleichungen  zwischen  den  5  Unbekannten  x,  tj,  z,  ^,  p  ist 
als  vierte  eine  Relation  zwischen  dem  Drucke  p  und  der  Dichtig- 
keit (i,  die  durch  die  Natur  der  Flüssigkeit  bedingt  ist,  hinzuzufügen 
und  als  fünfte  Qine,  die  die  folgende  Betrachtung  ergiebt.  Ist  dt 
das  Volumen  eines  gewissen  Complexes  von  materiellen  Funkten  zur 
Zeit  /,  so  ist  ^dt  die  Masse  dieses  Complexes  (wie  schon  in  15)  aus- 
gesprochen ist),  also  unabhängig  von  der  Zeit.  Bezeichnet  man  die 
Aenderungen,  die  ft  und  dr  in  dem  Zeitelement  dt  erfahren,  durch 
ein  vorgesetztes  d,  so  ist  hiemach 

rfjU/    1^  ddt >-^ 

(i    ^^    dr 

Das  zweite  Glied  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  die 
räumliche  Dilatation,  die  in  der  Zeit  dt  vor  sich  geht,  also  nach  29) 
der  vorigen  Vorlesung 

(f:+S+l?)'". 

wenn  u,  v,  w  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  im 
Punkte  X,  y,  z  bedeuten,  d.  h. 
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dx  <ly  dz 

"  -  Vit  '   '  =  dl  ^''-=di 


ist.     Daraus  folgt 

Für  die  durcli  18)  Lestiiunito  Grösse  /''  erhält  man 

Durch  eine  Betrachtung;   die  derjenigen  ganz  ähnlich  ist,   durch  die 
wir  die  Gleichung  24)  abgeleitet  haben,  finelet  man  aber 

Sfi     ,    dSx    I    dSy    I    dSz --V 

(i    ''     dx   "*     dy  dz  ' 

man  hat  daher  auch 

/''  =  —    I  dt  p  -^  =  —   /  dm  p  ~v  • 

Denkt  man  sich  mit  Hülfe  der  zwischen  p  und  ^  bestehenden  Relation 


J^$ 


gebildet,  wobei  der  unteren  Grenze  des  Integrals  irgend  ein  fester 
Werth  gegeben  sein  möge,  so  hat  man 

mithin 

F'  =  —  d   Cfdm  . 

Da  F'  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  bedeutet,  so  ist  hieraus  zu 
schliessen,  dass  für  unsere  Flüssigkeit  die  inneren  Kräfte  ein  Potential 
haben,  das 

=  —    /  fdm 

ist. 

In  vielen  Fällen  sind  die  Aenderungen  der  Dichtigkeit  so  unbe- 
deutend, dass  man  sie  vernachlässigen,  die  Flüssigkeit  als  incofnpres- 
sibel  betrachten  darf.  In  den  Gleichungen  23)  ist  dann  ^  eine  Con- 
stante  und  die  Gleichung  24)  wird 

i  +  |  +  a~-0-  26) 

Nach  dem  in  25)  für  F'  gegebenen  Ausdrucke  ist  F'  =  0,  wenn 

dSx    .    8Sj    ,    dSz  ^  Q 

dx   ~^    dy    ~^    dz 

ist,  d,  h.  wenn  die  Variation  der  Dichtigkeit  =  0  ist.  Versteht  man 
unter  virtuellen  Verrückungen  bei  einer  incompressibeln  Flüssigkeit 


§  7.     Bewegung  elastischer  fester  Körper.  121 

nur  solche,  die  die  Dichtigkeit  nicht  ändern,  so  ist  also  für  eine  in- 
compressible  Flüssigkeit  für  alle  virtuellen  Verrückungen  F'  ==  0,  und 
es  gilt  das  d'Alembert'sche  Princip,  das  Princip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen und  das  Hamilton'sche  Princip  in  derselben  Form,  wie 
für  ein  System  discreter  materieller  Punkte. 

§  7. 

Wir  betrachten  nun  einen  elastischen  festen  Körper,  indessen 
allein  unter  der  Voraussetzung,  dass  alle  Punkte  desselben  nur  un- 
endlich kleine  Verrückungen  aus  Lagen  erhalten,  bei  denen  die 
sämmtlichen  Druckcomponenten  gleich  Null  sind.  Wir  wollen  zu- 
nächst ferner  voraussetzen,  dass  der  Körper,  wie  man  sagt,  sich  nach 
verschiedenen  Eichtungen  gleich  verhält,  oder  isotrop  ist.  Für  einen 
solchen  Körper  nimmt  man  an,  dass  die  Hauptdrucke  dieselben  Rich- 
tungen haben,  als  die  Hauptdilatationen,  und  lineare,  homogene 
Functionen  dieser  sind.  Wir  bezeichnen  die  Hauptdrucke  durch 
Pi>  Pi}  Pi'  ^^^  entsprechenden  Hauptdilationen  durch  Aj,  X^,  A3 
und  setzen 

p^  ^  -  2/i:  {X,  -j-  0  a,  -\-  X,  -\-  h)) 

p,  =  -2/^{X,  +  0  {X,  +  X,  +  A3))  27) 

7;,  =  -2ä'(A3  +  ö(A, +  A,  +  A3)), 

indem  wir  unter  A'  und  ö  zwei  von  der  Natur  des  Körpers  abhängige 
Constanten  verstehen.  Diese  Gleichungen  sind  so  gebildet,  dass  sie 
in  einander  übergehn,  wenn  man  die  Indices  1,  2,  3  irgend  wie  mit 
einander  vertauscht.  Sind  «,,  ß^,  y^,  a^,  ß^,  y2,  (x^,  ß-^,  y^  die  Cosi- 
nus der  Winkel,  welche  die  Richtungen  der  Hauptdrucke  und  Haupt- 
dilatationen mit  den  Coordinatenachsen  bilden,  so  gelten  die  Glei- 
chungen 14)  und  es  gelten  auch  die  Gleichungen  21)  der  vorigen 
Vorlesung,  wenn  man  hier  für  «^j,  a^^,  .  .  gewisse  Werthe  setzt. 
Diese  Werthe  sind  mit  Hülfe  der  Gleichungen  26)  der  vorigen  Vor- 
lesung zu  bilden.  Die  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  wollen  wir 
ändern;  es  sollen  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  materiellen  Punktes 
des  Körpers  bei  dem,  von  uns  vorausgesetzten.  Zustande  desselben 
sein,  bei  dem  die  sämmtlichen  Druckcomponenten  gleich  Null  sind, 
a;  -f-  ^,  y  -\-  ri,  z  -\-  t,  die  Coordinaten  desselben  materiellen  Punktes 
zur  Zeit  t,  also  |,-  iq,  t,  die,  als  unendlich  klein  angenommenen.  Ver- 
rückungen des  Punktes  zur  Zeit  t.  Die  genannten  Gleichungen  er- 
geben dann; 


«11  — 

1 

«12    —  sy  ' 

«13      —    g. 

«21 

dx  ' 

a     —1  —  ^ 
«22       ^~  dy' 

«23     =^ 

«31 

dl 

«32             —      ^y     , 

«33 

cz 
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Verbindet  man  die  Gleichungen,  in  welche  hierdurch  die  Gleichun- 
gen 21)  der  vorigen  Vorlesung  übergehn,  mit  den  Gleichungen  14) 
und  27)  der  jetzigen,  so  ergiebt  sich 

^'•'--^'^(ri  +  Hll  +  ^.'  +  lf)) 

dy  ^      ^d.v^  dl/  ^  dz->J 

2A'  (1^  +  e  (|i  +  1^-  +  |i) 

^  +  ¥) 

et      '     ÖpJ 

/dj    ,    dtA 
\dy  ~^  dccj  ' 


Yy  =  -  2A' 


n  --  —   /r 


='■'=-  ^-(H 


28) 


Ty  =  -    A' 


Wie  aus  der  Ableitung  dieser  Gleichungen  hervorgeht,  gelten  sie  un- 
geändert  für  jedes  Coordinatensystera. 

Die  Gleichungen  8)  werden  bei  der  veränderten  Bezeichnung 

i  ^  =    r  _  ^^  _  ^^  _  ^  ^ 

^   ^«'"^        '  ^'         dx  dy  dz 

^</r^   ~'"^  ^a-  62/  a^  29) 

'     dt~         '  ex  ry  (')z 

Hätten  wir  die  Annahme  nicht  gemacht,  dass  |,  t/,  t,  unendlich  klein 
seien,  (die  erfordert,  dass  auch  X,  Y,  Z  es  sind),  so  hätte  man  auf 
den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  überall  für  x,  y,  z  gesetzt  zu 
denken  x  -\-  %  y  -\-  r],  z  -\-  t,]  die  erwähnte  Annahme  macht  das  un- 
nöthig;  sie  berechtigt  auch  dazu,  ft  in  diesen  Gleichungen  als  con- 
stant  zu  betrachten. 

Berechnen  wir  noch  die  durch  die  Gleichung  18)  definirte  Grösse  F'. 
Setzen  wir  der  Kürze  wegen- 

•'■  ~"  dx  '     y=  —  ^y—  g2  -r  ^y 

yy  —  dy'    ^'■'~^'~'dx^  dz 


^^•'''~  dy^  dx  ' 


so  wird  diese  Gleichung 


F'  =J'dt  l^x^dx:.-\-Y,dy,-\-ZJz,.-\-Y.Ji/.^  +  Z^dz^,.+  Äydxy\   . 
Macht  man 
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oder,  was  dasselbe  ist, 

/•=  -K(l,'^  +  l^-  +  A32  +  ö  a,  +  A,  +  A/)^ 


so  findet  man 


Hieraus  folfft 


■'^        dxx '         '         dyz 

r  —  IL  7    _    ^L  qn 

7    —    ^J  Y    —    ^f 

^~   ~    dzz    '  '^'■'  ~  dxy    ' 


F'  =    i  dt  df 


J 


oder,  da  bei  Vernachlässigung    unendlich    klein 3r    Grössen    höherer 
Ordnimg  dt  als  unveränderlich  anzusehen  ist 


F'  =  d    r fdx  . 


Es   folgt  daraus,   dass    auch   hier    die   inneren  Kräfte    ein  Potential 
haben,  nämlich  das  Potential  /  fdx. 

Dasselbe  gilt  auch  für  Körper,  welche  nicht  isotrop  sind,  z.  B. 
für  die  Krystalle,  die  einem  andern,  als  dem  regulären  Systeme  an- 
gehören; auch  für  solche  bestehen  die  Gleichungen  31),  in  denen  f 
eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  6  Argumente  Xx,  Uy,  Zz, 
Vz,  Zx,  Xy  bezeichnet,  die  aber  eine  andere  Form,  als  der  in  30)  an- 
gegebene Ausdruck  besitzt. 


§  8. 

Wir  kehren  nun  noch  einmal  zur  Betrachtung  einer  Flüssigkeit 
zurück  und  stellen  die  Ausdrücke  der  Druckcomponenten  Xx,  Xy,  .  . 
für  den  Fall  auf,  dass  die  Reihung  der  Flüssigkeit  berücksichtigt  wer- 
den soll.  Bezeichnen  wir  durch  ii,  v,  lu  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit im  Punkte  {x,  y,  z)  zur  Zeit  /,  so  hängen  nach  den 
in  der  vorigen  Vorlesung  gemachten  Auseinandersetzungen  die  rela- 
tiven Bewegungen  innerhalb  eines  unendlich  kleinen  Theiles  der 
Flüssigkeit  zur  Zeit  t  von  den  6  Grössen 

du      dv      dtv      dv    ,    dw      ojv   \du^      ^ü  _i_  ^  QON 

dx'    dy  '    cz  '   dz     '    dy  ^    dx'    dz  '   ^1/  ~^  dx  '    '' 

ab;  es  findet  hier  keine  relative  Bewegung,  sondern  nur  eine  Ver- 
schiebung und  eine  Drehung  des  Theiles  statt,  wenn  diese  verschwin- 
den. Wir  nehmen  an,  dass  dann  auch  keine  Reibung  vorhanden  ist, 
dass  dann  also  die  Grössen 

Xx  ~  P,  Vy—P,  z,  —  p,  r.,  Z^,  Xy  33) 


^..  =  p  - 

CX_ 

n  =  -/.-(|j  + 

Yy  =  P- 

cy 

^' =-*(!-:+ 

^.  ==  p  - 

CZ 

-y,=-/^(li+ 
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bei  passender  Bestimmung  von  p  verschwinden,  die  Grössen,  von 
denen  wir  im  §  6.  bei  Vernachlässigung  der  Reibung  angenommen 
haben,  dass  sie  immer  =  0  sind.  Wir  nehmen  weiter  an,  dass  die 
Grössen  33)  lineare  Functionen  der  Grössen  32)  sind,  und  setzen 


du 

Tz 

dv 
dx 

wo  k  eine  Constante  der  Flüssigkeit  bedeutet.  Diese  Gleichungen 
haben,  wie  die  ähnlich  gebildeten  Gleichungen  28)  die  Eigenschaft, 
unverändert  zu  gelten ,  wenn  das  Coordinatensystem  beliebig  ver-, 
legt  wird. 

Die  3  Gleichungen,  die  man  erhält,  wenn  man  diese  Werthe  der 
Druckcomponenten  in  8)  substituirt,  enthalten,  wenn  die  Flüssigkeit 
als  incompressibel  anzusehn  ist,  (und  auf  die  Betrachtung  dieses  Falles 
beschränken  wir  uns)  4  unbekannte  Functionen,  nämlich  x,  y,  z,  p, 
da  u,  V,  w  die  Differentialquotienten  von  x,  y,  z  nach  t  sind.  Ihnen 
hinzuzufügen  ist  die  Bedingung  der  Incompressibilität 

dx    '    cy         dz 

Die  Ausdrücke,  die  wir  in  den  3  letzten  Paragraphen  für  die  Druck- 
componenten aufgestellt  haben,  sind  anzusehn  als  willkührliche  An- 
nahmen. Sie  konnten  gemacht  werden,  weil  bei  irgend  welcher  An- 
nahme über  die  Druckcomponenten  eine  jede  Bewegung  eines  Körpers 
durch  die  Gleichungen  8)  dargestellt  wird,  falls  die  Kräfte  Ä,  Y,  Z 
passend  gewählt  werden.  Die  gemachten  Annahmen  zeichnen  sich 
dadurch  aus,  dass  bei  ihnen  die  wirklichen  Bewegungen  der  Körper, 
wenn  auch  nicht  genau,  so  doch  mit  einem  hohen  Grade  der  An- 
näherung, durch  sehr  einfache  Werthe  dieser  Kräfte  sich  ergeben. 

Der  Gegenstand  der  folgenden  Vorlesungen  wird  es  sein,  die  auf- 
gestellten Gleichungen  unter  den  einfachsten  Annahmen  über  die 
genannten  Kräfte  zu  verfolgen ;  wir  werden  dadurch  zu  Erscheinungen 
kommen,  welche  mit  der  Wirklichkeit  in  naiier  Uebereinstimmung  sind. 
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(Hydrostatik.  Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit  ist  nur  bei  Kräften  möglich, 
die  ein  einwerthiges  Potential  haben.  Die  freie  Oberfläche  ist  eine  Fläche 
gleichen  Potentials.  Schwere  Flüssigkeit.  Schwere  rotirende  Flüssigkeit.  Ro- 
tirende  Flüssigkeit,  deren  Theile  von  einem  Punkte  oder  von  einander  nach 
dem  Newton'schen  Gesetze  angezogen  werden,  Abplattung  der  Erde.  Druck- 
kräfte, welche  eine  Flüssigkeit  auf  ein  Gefäss,  in  dem  sie  enthalten  ist,  oder 
auf  einen  eingetauchten  Körper  ausübt.    Archimedisches  Princip.) 

§  1. 
Wir  gehen  jetzt  näher  auf  die  Mechanik  der  Flüssigkeiten  ein, 
zunächst  auf  die  Hydrostatik,  d.  i.  die  Lehre  vom  Gleichgewichte  der 
Flüssigkeiten.  Für  das  Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit  erhält  man 
aus  den  Gleichungen  23)  der  vorigen  Vorlesung,  die  sich  auf  die 
Bewegung  einer  solchen  beziehn, 

ft    ox 

Y-~^T  1) 

fA    dz  ' 

wo  p  den  Druck,  ju,  die  Dichtigkeit,  Ä,  F,  Z  die  Componenten  der 
auf  die  Masseneinheit  bezogenen  Kraft  im  Punkte  (x,  y,  z)  bedeuten  5 
hierzu  ist  eine  Kelation  zwischen  p  und  ^  zu  fügen,  die  die  eine 
dieser  Grössen  als  Function  der  anderen  auszudrücken  erlaubt.  Denkt 
man  sich  in  den  Gleichungen  1)  jt  als  Function  von  p  ausgedrückt, 
so  stellen  dieselben  Ä,  F,  Z  als  die  partiellen  Differential quotienten 
nach  X,  ij,  z  einer  Function  dar;  in  der  That  geben  sie 

^  —  dx  '       ^  ~"  Jy  '       ^~  .dz   ' 


Z  = 


wenn 


/? 


gesetzt  wird.  Hierdurch  ist  ausgesprochen, '  dass  die  Kräfte  Jf,  Y,  Z 
ein  Potential  haben;  nur  unter  der  Bedingung,  dass  das  der  Fall  ist, 
ist  ein  Gleichgewicht  möglich.  Es  ist  hierzu  ferner  erforderlich,  dass 
das   Potential   U  eine  einwerthige  Function  der  "Coordinaten  x,  y,  z 

KiroUholl',  JMcchauik.  9 
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innerhalb  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  ist ;  denn  die 
Gleichung  2),  in  der  /i  eine  einwerthige  Function  von  p  bedeutet, 
stellt  auch  U  als  eine  einwerthige  Function  von  j3  dar,  und  p  hat  in 
jedem  Punkte  des  genannten  Raumes  einen  Werth.  Ist  U  gegeben, 
so  lehrt  die  Gleichung  2)  den  Druck  als  Function  von  U  kennen, 
indessen  nur  bis  auf  eine  Constante,  die  unbekannt  bleibt.  In  jeder 
Fläche  gleichen  Potentials  ist  hiernach  der  Druck  derselbe.  Ist  die 
Flüssigkeit  als  incompressibel  zu  betrachten,  also  ft  als  constant,  so 
giebt  die  Gleichung  2) 

wo  Pq  die  unbekannte  Constante  bedeutet.  Bei  einem  Gase  ist 
näherungsweise,  dem  Mariotte'schen  Gesetze  zufolge 

wenn  c  eine  Constante  bezeichnet;  hieraus  findet  man 

^  Po  c 

Berühren  sich  in  einer  Fläche  zwei  verschiedenartige  Flüssigkeiten, 
so  muss,  nach  den  in  §  4.  der  eilften  Vorlesung  gemachten  Auseinander- 
setzungen, für  jeden  Punkt  dieser  Fläche  in  beiden  Flüssigkeiten  p 
denselben  Werth  haben.  Wir  wollen  annehmen,  dass  das  Potential  U 
für,  beide  dasselbe,  die  Dichtigkeit,  die  demselben  Drucke  entspricht, 
aber  verschieden  ist;  ft,  sei  die  Dichtigkeit  der  einen,  ^^  die  der 
andern.  Nennen  wir  dp  und  dU  die  Aenderungen,  die  p  und  U  er- 
fahren, wenn  man  von  einem  Punkte  der  Berührungsfläche  zu  einem 
unendlich  nahen  Punkte  dieser  Fläche  übergeht,  so  haben  wir  nach  2) 

^^dU  =  dp    und    ^^dU  =  dp] 

diese  Gleichungen  ergeben 

dp  =  0    und     dU  =  0', 

d.  h.  die  Berührungsfläche  ist  eine  Fläche  gleichen  Druckes  und 
gleichen  Potentials;  sie  steht  deshalb  auch  senkrecht  auf  der  Rich- 
tung der  Kraft  in  jedem  ihrer  Punkte. 

Grenzt  eine  Flüssigkeit  an  einen  leeren  Raum,  so  geschieht  das 
auch  in  einer  Fläche  gleichen  Druckes;  wir  werden  annehmen,  dass 
hier  der  Druck  ==  0  ist. 

§2. 

Ist  die  vSchwere  die  einzige  wirkende  Kraft  und  ist  der  Radius 
der  Erde  als  unendlich  gross  zu  betrachten,  so  ist  die  Trennungs- 
fläche zweier  heterogener  Flüssigkeiten  oder  die  Oberfläche,  welche 
eine  Flüssigkeit  von  dem  leeren  Räume  abgrenzt,  eine  horizon- 
tale Ebene. 
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Wir  wollen  nun  die  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  in  einigen 
eomplicirteren  Fällen  berechnen.  Wir  stellen  uns  zunächst  eine 
schwere  Flüssigkeit  in  einem  Gefasse  vor  und  nehmen  an,  dass  dieses 
System  um  eine  verticale  Achse  mit  gleichbleibender  Winkelgeschwin- 
digkeit so  rotirt,  dass  die  relative  Lage  der  Theile  ungeändert 
bleibt.  Wir  können  diesen  Fall  hier  behandeln,  da  wir,  nach  den 
in  §  1.  der  neunten  Vorlesung  gemachten  Auseinandersetzungen,  von 
der  Rotation  absehen  dürfen,  falls  wir  die  ihr  entsprechende  Centri- 
fugalkraft  den  wirkenden  Kräften  hinzuzählen.  Die  2 -Achse  unseres 
Coordinatensystemes  legen  wir  in  die  Rotationsachse  und  nehmen 
sie  nach  unten  gekehrt  an;  die  Schwere  nennen  wir  g  und  w  die 
Winkelgeschwindigkeit,  so  dass,  wenn  T  die  Dauer  einer  Umdre- 
hung bedeutet, 

In 

ist;  das  Potential  der  Schwere  können  wir  dann  =  gz,  das  der 
Centrifugalkraft  =^  {pc^  -\-  y^)  setzen;  daraus  folgt 

U  =  gz  +  '^^{x''-\-y'^). 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  von  U  einer  Constanten  gleich,  so  erhält 
man  die  Gleichung  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit;  diese  ist  also  ein 
Rotationsparaboloid,  dessen  Achse  die  2: -Achse  ist. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  der  folgende  Fall  sich  behandeln.  Eine 
flüssige  Masse,  deren  Theile  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
nach  dem  Newton'schen  Gesetze  angezogen  werden,  rotirt  mit  der 
Constanten  Winkelgeschwindigkeit  tv  um  die  ^- Achse;  welches  ist 
ihre  Gleichgewichtsgestalt?  Nennen  wir  G  die  Grösse  der  Anziehung, 
welche  die  Masseneinheit  in  der  Entfernung  B  vom  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  erfährt,  und  r  die  Entfernung  eines  variabeln  Punktes 
der  Flüssigkeit  von  diesem  Punkte;  wir  haben  dann  hier 

dieser  Ausdruck  einer  Constanten  gleich  gesetzt  giebt  die  Gleichung 
der  gesuchten  Oberfläche.     Wir  transformiren  dieselbe,  indem  wir 

z  =  r  sin  cp 
machen  und  R  so  gewählt  annehmen,  dass  in  der  Oberfläche  r  =  B 
für  cp  =      ist.     Diese  Annahme  bestimmt  die   Constante,  die  in  der 
Gleichung  der  Oberfläche  unbestimmt  geblieben  war,  und  giebt 
1         1  tüV^        ,. 

Wir  wollen  voraussetzen,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  w  so  klein 

9* 
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ist,  dass  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  als 
unendlich  klein  gegen  das  erste  angesehn  werden  kann,  und  wollen 
nur  die  unendlich  kleinen  Grossen  niedrigster  Ordnung  berücksichtigen. 
Die  gefundene  Gleichung  lässt  sich  dann  schreiben 

r  =  R{l  -|-1^cos2qp). 

Sie  stellt  ein  an  den  Polen  abgeplattetes  Sphäroid  dar  •,  das,  was  man 

die  Abplattung  desselben  nennt,  ist  der  Bruch  ^^  ;    es    ist    das    der 

Unterschied  des  Polar-  und  des  Aequatorialdurchmessers,  dividirt 
durch  den  einen  von  diesen.  Die  Erde  ist  auch  ein  wenig  abgeplattetes 
Sphäroid;  setzen  wir  bei  unserer  Flüssigkeit  R  ==  dem  Polarhalb- 
messer und  G  =  der  Schwere  am  Pole  der  Erde;  nach  einer  am 
Ende  des  §  1.  der  neunten  Vorlesung  durchgeführten  Rechnung  er- 
giebt  sich  dann  die  Abplattung  des  flüssigen  Sphäroids  =  -g-l^;  die 
Abplattung  der  Erde  ist  durch  die  Gradmessungen  fast  doppelt  so 
gross  gefunden.  Die  Theile  der  Erde  werden  aber  auch  nicht  nach 
dem  Newton'schen  Gesetze  vom  Erdmittelpunkte  angezogen,  sondern 
ziehn  einander  nach  diesem  Gesetze  an. 

Um  den  Verhältnissen  näher  zu  kommen,  die  bei  der  Erde  statt- 
finden, wollen  wir  die  Gleichgewichtsfigur  einer  flüssigen  Masse  be- 
rechnen, die  um  die  z- Achse  unseres  Coordinatensystems  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  lo  rotirt,  und  deren  Theile  gegen  einander 
gravitiren.  Diese  Aufgabe  können  wir  aber  nur  lösen  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Flüssigkeit  incompressibel  und  homogen  ist, 
und  auch  dann  nicht  vollständig.  Wenn  lo  zwischen  gewissen  Gren- 
zen liegt,  so  ist,  wie  die  Rechnung  zeigt,  ein  EUipsoid  eine  Gleich- 
gewichtsflgur  der  Flüssigkeit;  indem  man  von  der  Annahme  ausgeht, 
dass  die  Flüssigkeit  ein  EUipsoid  bildet,  kann  man  die  Achsen  des- 
selben bestimmen.  Was  die  vorliegende  Aufgabe  so  viel  schwerer 
macht,  als  die  vorher  behandelten,  ist,  dass  hier  nicht,  wie  dort,  das 
Potential  der  wirkenden  Kräfte  von  vorn  herein  gegeben,  sondern  von 
der  zu  findenden  Gestalt  der  Flüssigkeit  abhängig  ist. 

Wir  denken  uns  ein  EUipsoid,   dessen  Oberfläche  die  Gleichung 

~% -r  ~fz -\r  '^  = '^  3) 

hat,  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  1  erfüllt;  Einheit  der  Masse  soll 
dabei  diejenige  sein,  die  auf  eine  gleiche  Masse  in  der  Einheit  der 
Entfernung  wirkend  nach  dem  Gesetze  der  Gravitation  die  Einheit 
der  Kraft  ausübt.  Das  Potential  dieses  Ellipsoids  in  Bezug  auf  den 
Punkt  {x,  y,  z)  nennen  wir  Sl,  d.  h.  wir  setzen 


Sl== 


/v 
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wo  dt  ein  Element  des  Volumens  des  Ellipsoids  und  ;■  die  Entfer- 
nung dieses  von  dem  Punkte  {x,  ij ,  z)  bedeutet.  Es  ist  dann,  falls 
dieser  Punkt  im  Innern  oder  an  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  liegt, 
wie  wir  bei  einer  späteren  Gelegenheit  (im  §  1.  der  achtzehnten  Vor- 
lesung) nachweisen  werden, 

ß  =  Const  —  %  {Ax^  +  Bi/  +  Cz'^) , 

wo 

oo  oo  oo 

A  =  abc  l ,  .,  , "  .',.,  B  =  abc  1  n-^r^K}  C==abc  1  r«  >^'  \iö>  4) 


Nun  sei  das  durch  die  Gleichung  3)  bestimmte  Ellipsoid  die  Gleich- 
gewichtsfigur unserer  Flüssigkeit;  dann  ist 

und  dieses  ü  hat  denselben  Werth  für  alle  Punkte,  die  der  Glei- 
chung 3)  entsprechen.  Ist  das  der  Fall,  so  muss  'eine  Grösse  M  so 
sich  bestimmen  lassen,  dass 

—  (l7CA-\-  ^=-^ 

—  (i7tB  -{-  Y  =  ^T 

.,  M 

—  HnC  =^ 

ist.     Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  M  und  setzt 

V  =  w^  1  5) 

so  erhält  man 

«2  (^A  —  v)  =  *2  (Z?  _  y)  =  c^C .  6) 

Diese  Doppelgleichung  dient  zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  a:b:  c^ 
die  Grössen  A,  B,  C  sind  nämlich  nur  von  diesen  Verhältnissen 
abhängig,  denn  setzt  man  na,  nb,  nc,  ri^u  resp.  an  Stelle  von 
a,  b,  c,  u  in  den  Gleichungen  4),  so  bleiben  A,  B,  C  ungeändert. 
Sind  die  Verhältnisse  a:  b  :  c  ermittelt,  so  findet  man  die  Halbachsen 
selbst  aus  dem  Volumen  der  Flüssigkeit. 

Es  liegt  nahe  anzunehmen,  dass  das  gesuchte  Ellipsoid  ein  Rota- 
tionsellipsoid ist,  dessen  Rotationsachse  mit  der  z- Achse  zusammen- 
fällt.    Bei  dieser  Annahme  wird 

a  ==  b     und     A  =  B  . 
Dadurch  verwandeln  sich  die  beiden  Gleichungen  6)  in  die  eine 

a^{A  —  v)  =  c'^C.  7) 
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Da  «2,  c^,  A,  C  und  v  positive  Grössen  sind,  so  erfordert  dieselbe, 
das  a'^Ayc-C  ist,  und  die  in  4)  für  A  und  C  aufgestellten  Aus- 
drücke zeigen,  dass  daher  «^  y  a^  sein  muss;  das  Ellipsoid  ist  also 
ein  abgeplattetes. 

Bei  einem  dreiachsigen  Ellipsoide  sind  die  für  A,  B,  C  aufge- 
stellten Integrale  elliptische;  in  unserm  Falle  sind  sie  durch  Kreis- 
functionen  ausdrückbar.     Setzt  man 


=  /^ 


und  führt  an  Stelle   von  u  eine  neue,  positive  Integrationsvariable, 
die  X  genannt  werden  möge,  durch  die  Gleichung 


u  =  c^  — 

-  x^ 
x^ 

ein. 

so 

findet 

man 

leicht 

.  =  i, 

f  (1  +  ^') 

arctg  A 

— 

^) 

• 

C  =  2 

'V'(^ 

—  arctg 

-) 

} 

wo  arctg  A  zwischen  0  und  --  zu  wählen  ist.     Die    Gleichung  7)  wird 

hiernach 

(3 +72)- arctg  1-31 

Wir  führen  an,  ohne  es  zu  beweisen,  dass  diese  Gleichung  bei  keinem 
positiven  Werthe  von  v  mehr  als  zwei  reelle  Wurzeln  hat  und  dass 
sie  zwei  solche  besitzt,  wenn  v  zwischen  0  und  0,2246  liegt.  In 
diesem  Falle  giebt  es  also  zwei  abgeplattete  Rotationsellipsoide, 
welche  die  Gestalt  der  Flüssigkeit  bilden  können.  Ist  v  als  unend- 
lich klein  an  zusehn,  so  sind  diese  leicht  zu  finden.  Eine  von  den 
beiden  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  8)  ist  dann  unendlich  klein, 
die  andere  unendlich  gross;  für  jene  ist 

arctg  A  =  A  —  -  +  y  — 

und  daher  v  =  -^  K^     oder     A  ==  4-  j/löv  ,  9) 

für  diese  arctg  A  =  - 

und  daher  v  =  ^^     oder     A  =  ^  • 

Nähert  sich  v  der  Null,  so  nähert  sich  das  eine  Rotationsellipsoid 
einer  Kugel,  das  andere  einer  unendlichen  Scheibe. 

Die  Gleichungen  6)   erfordern   nicht  noth wendig,   dass  |das  El- 
lipsoid, fijr  welches  sie  gelten  sollen,  ein  Rotationsellipsoid  ist.     Wie 
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Jacobi  zuerst  bemerkt  hat,  giebt  es,  wenn  v  unterhalb  einer  gewissen 
Grenze  liegt  (und  zwar  unterhalb  0,1871)  auch  ein  dreiachsiges 
Ellipsoid,  welches  eine  Gleichgewichtsfigur  der  Flüssigkeit  bildet. 
Nähert  sich  v  der  Null,  so  nähert  sich  dieses  einem  unendlichen, 
kreisförmigen  Cylinder,  dessen  Achse  senkrecht  zu  der  Achse  ist,  um 
welche  die  Flüssigkeit  rotirt. 

Die  Erde  ist  ein  wenig  abgeplattetes  Rotationsellipsoid;  sehen 
wir  zu,  ob  ihre  Abplattung  sich  richtig  ergiebt,  wenn  wir  unsere 
Flüssigkeit  mit  ihr  identificiren.  Dabei  handelt  es  sich  zunächst 
darum  den  Werth  zu  suchen,  der  der  Grösse  v  dann  zu  geben  ist. 
Dieser  ist  aus  der  Gleichung  5)  zu  bestimmen.  Hier  ist  für  w  die 
Drehungsgeschwindigkeit  der  Erde,  für  ft  ihre  mittlere  Dichtigkeit 
zu  setzen;  die  letztere  ist  aber  in  der  Einheit  auszudrücken,  die 
dadurch  bestimmt  ist,  dass  wir  als  Einheit  der  Masse  diejenige  Masse 
festgesetzt  haben,  die  in  der  Einheit  der  Entfernung  eine  gleiche 
Masse  nach  dem  Gesetze  der  Gravitation  mit  der  Einheit  der  Kraft 
anzieht.  Wir  finden  den  Werth  von  fi  am  leichtesten,  wenn  wir 
die  Schwere  am  Pole,  die  wir  wieder  G  nennen  wollen,  in  die  Rech- 
nung einführen.  Nennen  wir  den  Polarhalbmessei*  der  Erde  R  und 
nehmen,  was  hier  erlaubt  ist,  die  Erde  als  kugelförmig  an,  so 
haben  wir 


Daraus  folgt 


Cr  =  ^}  Ell 


Sehen  wir  diesen  Bruch  als  unendlich    klein    an,    so    erhalten    wir 

aus  9) 

;2 1     . 

Aus  der  Definition  von  l  ergiebt  sich  zugleich 

woraus  folgt,  dass  —  die  Abplattung  ist.  Hiernach  wäre  die  Ab- 
plattung der  Erde  =  ^-^-^  die  Gradmessungen  haben  sie  =  nahe  ^^ 
ergeben.  Den  Grund  dieses  Mangels  an  üebereinstimmung  hat  man 
darin  zu  suchen,  dass  die  Erde  nicht  homogen  ist,  dass  die  Dichtig- 
keit in  ihr  bei  der  Annäherung  an  den  Mittelpunkt  zunimmt. 

§3. 

Wir  wollen  nun  die  Druckkräfte  betrachten,  welche  eine  Flüssig- 
keit auf  einen  starren  Körper,  mit  dem  sie  in  Berührung  ist,  ausübt, 
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und  die  Summen  ihrer  Componenten  nach  den  Coordinatenachsen 
und  ihre  Drehungsmomente  in  Bezug  auf  diese  aufsuchen. 

Wir  denken  uns  zunächst  eine  Flüssigkeit,  die  ein  geschlossenes 
Gefäss  ganz  erfüllt.  Um  für  diesen  Fall  die  genannte  Aufgabe  zu 
lösen,  gebrauchen  wir  die  Gleichungen,  durch  welche  wir  allgemein 
den  Begriff  des  Druckes  definirt  haben,  also  die  Gleichungen  1)  und 
2)  der  eil ften  Vorlesung.  Diese  sagen  aus,  dass,  wenn  das  Gleichge- 
wicht besteht,  die  Componentensummen  und  Drehungsmomente  der 
Drucke,  welche  das  Gefäss  auf  die  Flüssigkeit  ausübt,  den  Compo- 
nentensummen und  Drehungsmomenten  der  Kräfte  gleich  und  ent- 
gegengesetzt sind,  die  auf  die  Theile  der  Flüssigkeit  wirken.  Aber 
die  Drucke,  welche  die  Flüssigkeit  auf  das  Gefäss  ausübt,  sind  den 
Drucken  gleich  und  entgegengesetzt,  welche  das  Gefäss  auf  die 
Flüssigkeit  ausübt;  wie  mit  andern  Worten  und  in  grösserer  Allge- 
meinheit in  §  4.  der  eilften  Vorlesung  bemerkt  ist.  Daraus  folgt, 
dass  die  Componentensummen  und  Drehungsmomente  der  Drucke, 
welche  das  Gefäss  von  der  Flüssigkeit  erleidet,  den  Componenten- 
summen und  Drehungsmomenten  der  Kräfte  gleich  sind,  welche  auf 
die  Theile  der  Flüssigkeit  wirken. 

Dieser  Satz  gilt  auch,  wenn  das  Gefäss  nicht  geschlossen  oder 
nicht  ganz  von  der  Flüssigkeit  erfüllt  ist,  und  diese  eine  freie  Ober- 
fläche darbietet,  in  der  sie  an  den  leeren  Raum  grenzt.  Man  über- 
zeugt sich  hiervon,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Druck  in  der  freien 
Oberfläche  dann  =  0  ist. 

Stellen  wir  uns  nun  einen  starren  Körper  vor,  der  in  einer 
Flüssigkeit  untergetaucht  ist.  Es  sei  ds  ein  Element  seiner  Ober- 
fläche, n  die  nach  seinem  Innern  gerichtete  Normale  von  ds,  Xnds, 
Y„ds,  Znds  die  Componenten  des  Druckes,  den  die  Flüssigkeit  auf 
ds  ausübt;  es  ist  dann 

Xn  =  p  cos  {tix) ,     Yn  =  p  cos  {jiy')  ,     Z„  =  p  cos  (riz^  . 

Die  Componentensummen  und  Drehungsmomente,  die  Avir  suchen, 
sind  daher 

i  p  cos  (jix)  ds     und       1  p  [!/  cos  (/2z)  —  z  cos  («y)  )  ds 

I p  cos  (fiij)  ds  /  ^M  "  ^^^  (nx)  —  x  cos  (nz)  )  ds 

I p  cos  (wz)  ds  I p  (x  cos  (ny)  —  ij  cos  {nx)\  ds  . 

Diese  Integrale  lassen  sich  unter  einer  gewissen  Bedingung  in  solche 
verwandeln,  die  über  das  Volumen  des  Körpers  auszudehnen  sind, 
mit  Hülfe  des  Satzes,  der  durch  die  Gleichungen  6)  der  eilften  Vor- 
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lesung  ausgesprochen  ist.  Es  ist  hierzu  erforderlieh,  dass  für  den 
Raum,  den  der  feste  Körper  einnimmt,  eine  Function  der  Coordi- 
naten  eines  Punktes  gefunden  werden  kann,  diei  eindeutig  und  stetig 
ist  und  in  der  Oberfläche  des  genannten  Raumes  dieselben  Werthe 
als  jj  hat.  Gesetzt,  es  gäbe  eine  solche  Function.  Bezeichnet  man 
sie  auch  durch  p  und  durch  dr  ein  Element  des  genannten  Raumes, 
so  sind  nach  dem  angeführten  Satze  jene  Integrale 


-f%o^  ^''^  -jYi- 

-^%y^ 

^i-    -m- 

-.f:)ar 

-ß"'    -m- 

-yt)"^ 

Hiernach  sind  die  Componentensummen  und  Drehungsmomente  der 
Drucke,  welche  die  Flüssigkeit  auf  den  Körper  ausübt,  gleich  und 
entgegengesetzt  den  Componentensummen  und  Drehungsmomenten 
von  Kräften,  welche  auf  die  Theile  des  Körpers  der  Art  wirken,  dass 
auf  das  Volumenelement  dt  desselben  eine  Kraft  kommt,  deren  Com- 

ponenten  ^  dr. ,  ^  dx^  ^--  dt  sind. 

Dieser  Satz  lässt  sich  so  verallgemeinern,  dass  er  auch  für  den 
Fall  gilt,  dass  die  Flüssigkeit  eine  freie  Oberfläche,  in  der  der  Druck 
==  0  ist,  darbietet,  und  der  Körper  nicht  in  der  Flüssigkeit  unterge- 
taucht, sondern  in  sie  eingetaucht  ist.  Für  diesen  Fall  setzen  wir 
voraus,  dass  eine  Function  von  x,  y,  z  gefunden  sei,  die  in  den 
Punkten  der  Berührungsfläche  des  Körpers  und  der  Flüssigkeit  die- 
selben Werthe  hat,  als  der  Druck  in  dieser,  und  die  eindeutig  und 
stetig  in  einem  Theile  des  vom  Körper  eingenommenen  Raumes  ist, 
der  begrenzt  wird  von  der  ebengenannten  Fläche  und  einer  Fläche, 
in  der  die  Function  =  0  ist  — •  einer  Fläche,  die  durch  die  Linie 
begrenzt  sein  muss,  in  der  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  die 
Oberfläche  des  Körpers  schneidet.  Die  für  einen  untergetauchten 
Körper  angestellten  Betrachtungen  gelten  dann  ohne  weitere  Aende- 
rung,  wenn  man  sie  nur  bezieht,  statt  auf  den  ganzen  vom  Körper 
eingenommenen  Raum,  auf  den  eben  bezeichneten  Theil  desselben. 

Der  bewiesene  Satz  führt  zu  dem  sogenannten  Archimedischen 
Principe,  wenn  man  annimmt,  dass  auf  die  Flüssigkeit  keine  andere 
Kraft,  als  die  Schwere  wirkt.  Nehmen  wir  die  z  -  Achse  als  vertical 
abwärts  gerichtet  an  und  bezeichnen  die  Schwere  durch  ff,  so  ist  der 
Druck  in  der  Flüssigkeit  aus  den  Gleichungen 

^_0       ^P—O      ^—na 
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und  der  Beziehung,  die  zwischen  p  und  ^  besteht,  zu  bestimmen.  Die 
für  den  von  dem  festen  Körper  eingenommenen  Raum  zu  ermittelnde 
Function  p  findet  man  aus  denselben  Gleichungen;  mit  andern  Wor- 
ten: in  jedem  Punkte  dieses  Raumes  hat  man  p  so  gross  anzunehmen, 
als  es  in  derselben  Horizontalebene  in  der  Flüssigkeit  ist.  Hieraus 
folgt  dann,  dass,  wie  man  sagt,  die  von  der  Flüssigkeit  auf  den 
Körper  ausgeübten  Druckkräfte  eine  Resultante  haben,  die  dem  Ge- 
wichte der  verdrängten  Flüssigkeit  gleich  und  entgegengesetzt  ist, 
und  in  dem  Schwerpunkte  dieser  ihren  Angriffspunkt  hat. 


Dreizehnte  Vorlesung. 

(Caijillarerscheinungen.  Potential  der  Capillarkräfte.  Hauptkrümmuugs- 
radien  und  Krümmungslinien.  Vergrösserung,  welche  eine  Fläche  bei  unendlich 
kleinen  Verrückungen  ihrer  Punkte  erleidet.  Diiferentialgleichung  der  Be- 
rührungsfläche zweier  schweren  Flüssigkeiten.  Grenzbedingung.  Grösse  der 
Kraft,  welche  einen  Körper  im  Gleichgewicht  hält,  der  in  einer  Richtung  ver- 
schiebbar ist,  und  der  zwei  Flüssigkeiten  berührt.    Beispiele  für  diese  Kraft.) 

§   1. 

Die  tropfbaren  Flüssigkeiten  zeigen  gewisse  Erscheinungen,  die 
man  Capillar- Erscheinungen  nennt  und  als  Wirkungen  der  Capillar- 
kräfte ansieht.  Dieselben  bestehen  theils  darin,  dass  die  freie  Ober- 
fläche einer  solchen  Flüssigkeit  oder  —  wie  wir  allgemeiner  und 
präciser  sagen  wollen  —  die  Trennungsfläche  zweier  Flüssigkeiten 
nicht  eine  horizontale  Ebene  ist,  theils  darin,  dass  auf  einen  festen 
Körper,  der  zum  Theil  in  eine  tropfbare  Flüssigkeit  eingetaucht  ist, 
oder  —  wie -wir  zu  sagen  vorziehn  —  der  mit  zwei  Flüssigkeiten  in 
Berührung  ist,  eine  Kraft  ausgeübt  werden  muss,  um  ihn  im  Gleich- 
gewicht zu  halten,  die  nicht  durch  das  Archimedische  Princip  genau 
angegeben  wird.  Laplace  hat  die  erste  Theorie  der  Capillarerschei- 
nungen  aufgestellt  und  ist  bei  dieser  von  der  Hypothese  ausgegangen, 
dass  die  Capillarkräfte  Kräfte  sind,  mit  denen  die  Theile  der  Körper 
einander  anziehn,  und  die  bei  wachsender  Entfernung  so  schnell  ab- 
nehmen, dass  sie  bei  messbarer  Entfernung  nicht  mehr  merklich  sind. 
Dieselbe  Hypothese  hat  später  Gauss*)  strenger  verfolgt,  als  es  von 
Laplace  geschehen  ist,  und  ist  dadurch  zu  einem  Principe  geführt, 
das  wir  folgendermassen  aussprechen  können: 

Wenn  zwei  verschiedenartige  Körper  in  einer  Fläche  sich  be- 
rühren, so  wirken  in  Folge  hiervon  Kräfte,  die  ein  Potential  haben, 
welches  gleich  der  Grösse  der  Berührungsfläche,  multiplicirt  mit  einer 
von  der  Natur  der  beiden  Körper  abhängigen  Constanten  ist.  Diese 
Kräfte  sind  die  Capillarkräfte. 

Dieses  Princip  soll  die  Grundlage  für  die  Betrachtungen  bilden, 
die  wir  in  Bezug  auf  die  Capillarerscheinungen  hier  anstellen  wollen ; 


_*)  Principia  generalia  theoriae  figurae  fluidorum  in  statu  aequilibrii;   Carl 
Friedrich  Gauss  Werke,  Bd.  V  p,  29. 
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wir  werden  bei  ihnen  annehmen,  dass  neben  den  Capillarkräften  auf 
die  Flüssigkeiten  nur  die  Schwere  wirkt,  und  werden  die  Flüssig- 
keiten als  incompressibel,  die  festen  Körper  als  starr  ansehn.  Das 
Frincip  der  virtuellen  Verrückungen  soll  den  Ausgangspunkt  bilden; 
um  dasselbe  auf  den  Fall,  dass  Capillarkräfte  wirken,  anwenden  zu 
können,  müssen  wir  zunächst  einen  Ausdruck  für  die  Vergrösserung 
ableiten,  die  eine  Fläche  dadurch  erfährt,  dass  ihre  Punkte  unendlich 
kleine  Verrückungen  erleiden.  Wir  könnten  uns  dabei  auf  die 
Gleichungen  12)  der  zehnten  Vorlesung  stützen,  doch  ziehen  wir  es 
vor,  die  Aufgabe  auf  eine  directere  Weise  zu  lösen. 

§  2. 

Wir  denken  uns  eine  gerade  Linie,  die  durch  den  Funkt  {x,  y ,  z) 
■geht,  und  deren  eine  Richtung  mit  den  Coordinatenachsen  Winkel 
bildet^  deren  Cosinus  a,  ß,  y  sind;  ^,  ^,^  seien  die  Coordinaten 
eines  variabeln  Punktes  dieser  Linie;  dann  ist 

^  —  x  =  ra,     ri  —  y  =  rß  ,     t^  —  z  ^  ry  , 

wo  r  die  positiv  oder  negativ  genommene  Entfernung  der  beiden 
Punkte  ist,  je  nachdem  der  Punkt  (^,  vi,  Q  von  dem  Punkte  {x,  y,  z) 
in  der  Richtung  liegt,  welche  durch  a,  ß,  y  bestimmt  ist,  oder  in 
der  entgegengesetzten.  Wir  denken  uns  ferner  eine  zweite  Linie, 
deren  Gleichungen  bei  entsprechender  Bezeichnung 

sind.  Die  beiden  Linien  schneiden  sich  im  Allgemeinen  nicht;  sie 
schneiden  sich,  falls  den  6  aufgestellten  Gleichungen  durch  passende 
Wahl  der  5  Grössen  ^,  f},  ^,  r,  r^,  oder,  was  dasselbe  ist,  falls  den 
3  Gleichungen 

x  —  x^  =  rjß,  —  ra 

y  ~y\  =rxßx  —  rß 

z  —  z^  =  7\y^  —  ry 

durch  passende  Wahl  der  2  Grössen  r  und  Tj  genügt  werden  kann, 
Ist  das  der  Fall,  so  sind  r  und  r^  die  positiv  oder  negativ  zu  neh- 
menden Entfernungen  des  Durchschnittspunktes  von  den  Punkten 
{x,  y,  z)  und  (a:,,  y^,  z^). 

Nun  seien  {x,  y,  z)  und  (x^,  y^,  Zj)  zwei  unendlich  nahe  Punkte 
der  Oberfläche  eines  Körpers ,  a,  ß,  y  und  «j ,  /3j ,  y^  die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  ihnen  entsprechenden,  nach  dem  Innern  des 
Körpers  gerichteten  Normalen  derselben  mit  den  Coordinatenachsen 
bilden.  Wenden  wir  das  Zeichen  d  an,  um  die  Vergrösserungen  zu 
bezeichnen,  die  die  in  Betracht  kommenden  Grössen  erleiden,  wenn 
man  von  dem  ersten  Punkte  zum  zweiten  übergeht,  so  wird  hiernach 


§  2.    Hauptkrümmungsradien.  |37 

die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Normalen  sich  schneiden,  die, 
dass  den  Gleichungen 

—  dx  =  rda  -\-  udr 

—  dy  ==  rdß  -{-  ßdr 

—  dz  =  rdy  -j-  ydr 

durch  passende  Bestimmung  von  r  und  dr  genügt  werden  kann. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  «,  /3,  y,  addirt  sie  und  be- 
rücksichtigt, dass  nach  den  gemachten  Festsetzungen 

adx  -f-  ßdy  -j-  ydz  =  0 
und  ada  -{-  ßdß  -j-  ydy  =  0 

ist,  80  ergiebt  sich 

dr  =  0', 

die  zu  erfüllenden  Gleichungen  sind  also 

dx  =  —  rda,     dy  =  —  rdß  ,     dz  ==  —  rdy  . 

Eine  von  diesen  Gleichungen  ist  die  Folge  der  beiden  andern,  da 
eine  identische  Gleichung  entsteht,  wenn  man  sie  mit  a,  ß,  y  multi- 
plicirt und  addirt;  dass  zwei  von  ihnen  durch  passende  Wahl  von  r 
erfüllt  werden  können,  ist  also  die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden 
Normalen  sich  schneiden. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Gleichung  der  Oberfläche,  um  die 
es  sich  handelt,  in  der  Form 

wo  das  zweite  z  ein  Functionszeichen  sein  soll,  gegeben  sei,  und 
wählen  x  und  y  zu  den  zwei  unabhängigen  Variabein,  welche  einen 
Punkt  der  Oberfläche  und  die  ihm  entsprechenden  Werthe  von  a,  ß,  y 
bestimmen.     Die  beiden  ersten  jener  3  Gleichungen  werden  dann 


oder 


dx-^l^dy  =  0 


Sie  können  durch  einen  passenden  Werth  des  Verhältnisses  von 
dy  :  dx  erfüllt  werden,  falls  r  eine  Wurzel  der  quadratischen 
Gleichung 

(^  +  v)  (d^  '^  t)  ~~  dy  d^-  ^  *"  ^) 
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ist.  Es  seien  r'  und  r"  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  dx ,  dy  und 
dx\  dy"  ihnen  entsprechende,  den  Gleichungen  2)  genügende  Werthe 
von  dx,  dy;  r  und  r"  sind  dann  die  Hauplkrümmungsradien  der 
Oberfläche  des  Körpers  im  Punkte  {x,  y),  und  die  Linienelemente 
der  Oberfläche,  deren  Projectionen  dx,  dy  und  dx",  dy"  sind,  sind 
Elemente  der  beiden  durch  diesen  Punkt  gehenden  Krümmungslinien. 
Die  Hauptkrümmungsradien  sind  stets  reell  und  die  Krümmungs- 
linien schneiden  sich  senkrecht.  Bei  dem  Beweise  dieser  Behaup- 
tungen wollen  wir  über  das  bis  jetzt  willkürlich  gelassene  Coordi- 
natensystem  eine  gewisse  Annahme  machen;  es  ist  das  erlaubt,  da 
die  Hauptkrümmungsradien  und  die  Krümmungslinien  nach  den 
durchgeführten  Betrachtungen  eine  von  jedem  Coordinatensystem 
unabhängige  Bedeutung  haben.  Allgemein  folgt  aus  der  Gleichung  1), 
die  die  Oberfläche,  um  die  es  sich  handelt,  darstellt, 

dz    ,  ^i^  •  1  4.^ 


a  :  /5  : 

?=- 

dcc  '         dy  ' 

also 

a 

y 

dz  ■ 

dx' 

ß  _  _  d_^ 
Y                dy' 

mithin 

d^ 

y 
dy 

3t 

_      Y 

dx 

oder 

(da 

'^\dy 

dß\ 

dcc)  - 

dy        od 

Legen  wir  nun  das  Coordinatensystem  so,  dass  y  ==  1  ist,  d.  h.  so 
dass  die  z- Achse  parallel  ist  der  nach  dem  Innern  des  Körpers  ge- 
richteten Normale  seiner  Oberfläche  in  dem  betrachteten  Punkte;  es 
verschwinden  dann  «  und  /3,  und  die  abgeleitete  Gleichung  giebt 

dy        dx  ^J 

Hieraus  folgt,  dass  das  letzte  Glied  der  linken  Seite  der  Gleichung  3) 
ein  Quadrat  ist,  und  daraus  weiter,  dass  diese  linke  Seite  negativ 
ist,  wenn 

1  da         .  \  dß 

—  =  —  r,       oder         =  —  TT- 

r  ox  r  cy 

ist;  sie  ist  aber  positiv,  wenn  r  unendlich  klein  angenommen  wird; 
daraus  ist  zu  schliessen,  dass  die  Gleichung  3)  zwei  reelle  Wurzeln 
hat.  Es  können  dieselben  aber  positiv  oder  negativ  sein.  Es  ist 
ein  Hauptkrümmungsradius  positiv,  wenn  der  entsprechende  Krüm- 
mungsmittelpunkt (d.  i.  der  Punkt,  dessen  Coordinaten  wir  bei  der 
im  Anfange  dieses  §  gebrauchten  Bezeichnung  |,  vi,  t,  zu  nennen 
hätten)  von  dem  Punkte  (x,  y,  z)  aus  in  der  Richtung  der  nach 
dem  Innern  des  Körpers  gezogenen  Normale  liegt;   negativ  im  ent- 


§  2.    Krümmungslinien,  |39 

gegengesetzten  Falle.  Beide  Hauptkrümmungsradien  sind  positiv, 
wenn  die  Oberfläche  des  Körpers  eine  convexe  ist,  beide  negativ, 
wenn  sie  eine  concave  ist;  einer  ist  positiv,  der  andere  negativ,  wenn 
die  Fläche  in  einem  Sinne  convex,  in  einem  andern  concav  ist. 

Um  zu  beweisen,  dass  die  Krümmungslinien  sich  senkrecht  schnei- 
den, gehn  wir  von  den  Gleichungen 


(da    I     1  \    ,    r  dcc    j   , 

{s:i  +  v)  ''*  =  -  »^  ''y 


dl 


aus,  die  aus  den  Gleichungen  2)  folgen.     Wir  multipliciren  dieselben 
mit  einander  und  benutzen,  dass 

Ox    '     r  \vy  r    1  ' 

da,  wie  aus  der  Gleichung  3)  folgt, 

r    "^  r \dx  "f"  dy)  ^) 


So  ergiebt  sich 


%äxdx   -^^^dydy"  =  ^ 


Führt  [man  nun  das  Coordinatensystem  ein,  für  welches  die  Glei- 
chung 5)  besteht  und  y  =  1  ist,  so  wird  diese  Gleichung 

dx  dx"  -f-  dy  dy"  =  0  . 

Da  die  Projectionen  der  beiden  betrachteten  Elemente  der  Krüm- 
mungslinien auf  die  z- Achse  des  jetzt  benutzten  Coordinatensystems 
(die  mit  dz'  und  dz"  zu  bezeichnen  wären)  =  0  sind,  so  ist  hier- 
durch ausgesprochen,  dass  die  beiden  Elemente  senkrecht  auf  einan- 
der stehen. 

Mit  Hülfe  der  Begriffe  der  Hauptkrümmungsradien  und  der 
Krümmungslinien  wird  es  nun  leicht  sein  die  Vergrösserung  zu  be- 
rechnen, welche  ein  Theil  der  Oberfläche  eines  Körpers  erfährt,  wenn 
seine  Punkte  unendlich  kleine  Verrückungen  erleiden.  Wir  nehmen 
zuerst  an,  dass  die  Verrückungen  überall  in  den  Richtungen  der  Nor- 
malen stattfinden;  v  möge  die  Grösse  einer  Verrückung  in  der 
Richtung  der  nach  Aussen  gekehrten  Normale  sein,  eine  Grösse,  die 
stetig  von  einem  Punkte  der  Fläche  zum  andern  variirt.  Wir  denken 
uns  die  Fläche  durch  zwei  Systeme  unendlich  naher  Krümmungslinien 
in  unendlich  kleine  Rechtecke  getheilt;  dl'  une  dl"  seien  aneinander- 
stossende  Seiten  eines  solchen  Rechtecks  bei  dem  ursprünglichen 
Zustande  der  Fläche,  dl'  dl"  also  die  Fläche  des  Rechtecks,    Bei  der 

Verrückung  wird  dl'  ( 1  +  j^ )  aus  dl'  und  dl"  (14"  ^"]  aus  dl 


es 
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gilt  das,  welche  Vorzeichen  r   und  r"  auch  haben  mögen;  die  Fläche 
des  Rechtecks  erhält  daher  bei  der  Verrückung  den  Zuwachs 


dl' dt'  {K  +  4)  ^ , 


und   die  ganze   Fläche,   deren  Element  wir  ds  nennen   wollen,   den 
Zuwachs 


J^.(f  +  4). 


Wir  betrachten  zweitens  den  Fall,  dass  die  Punkte  der  Fläche  in 
dieser  selbst  und  wieder  so  verschoben  werden,  dass  die  Verrückungen 
stetig  sich  ändern.  Die  Vergrösserung  der  Fläche  wird  dann  durch 
ein  nach  dem  Umfang  zu  nehmendes  Integral  ausdrückbar  sein.  Wir 
nennen  dl  ein  Element  des  Umfangs,  m  die  Nornale  von  dl,  weicht 
die  Fläche  tangirt  und  nach  ihrem  Innern  gekehrt  ist,  ;u,  die  Projec- 
tiou  der  Verrückung  von  dl  auf  die  dem  m  entgegengesetzte  Rich- 
tung; die  Vergrösserung  der  Fläche  ist  dann 


/ 


dl^ 


Nun  mögen  die  Punkte  der  Oberfläche  des  Körpers  beliebige,  unend- 
lich kleine  und  stetig  sich  ändernde  Verrückungen  erleiden;  £  sei 
der  Grösse  und  Richtung  nach  eine  Verrückung;  dieselbe  lässt  sich 
ansehn  als  zusammengesetzt  aus  zwei  solchen  Verrückungen,  wie  wir 
sie  betrachtet  haben;  daraus  folgt,  dass  die  Vergrösserung,  die  ein 
Theil  der  Oberfläche  erfährt,  gleich  der  Summe  der  beiden  aufge- 
stellten Integrale  ist,  wenn  für  v  und  ^  in  ihnen  gewisse  Werthe 
gesetzt  werden;  es  ist  zu  setzen 

V  =  —  E  cos  (ne)  ,     ft  =  —  £  cos  {mi)  , 

wo  n  die  nach  dem  Innern  des  Körpers  gerichtete  Normale  von  ds 
bedeutet.  Es  ist  daher  die  gesuchte  Vergrösserung  eines  Theiles  der 
Oberfläche  des  Körpers 

—  /  ds  l   ,  -\-    ,;  I  £  cos  (n£)  —  i  die  cos  {ms) .  7) 

§  3. 
Das  gewonnene  Resultat  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Arbeit  der 
Capillarkräfte  für  eine  unendlich  kleine  Verrückung  der  Theile  des 
Systemes,  auf  welches  sie  wirken,  zu  finden.  Neben  den  Capillar- 
kräften  nehmen  wir  die  Schwere  als  wirksam  an  und  müssen  daher 
auch  die  Arbeit  dieser  für  eine  solche  Verrückung  aufsuchen.  Wir 
nehmen  die  ^:- Achse  des  Coordinatensystems  vertical  abwärts  ge- 
richtet an,   bezeichnen  die  Schwere  durch  y,  durch  dt  ein  Element 
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des  Volumens  eines  der  Körper  und  durch  (i  die  Dichtigkeit  dieses. 
Das  Potential  der  Schwere  in  Bezug  auf  den  Körper  ist  dann 


g  jfizdT,  8) 


und  die  Veränderung,  die  der  Werth  dieses  Integrals  durch  die  ge- 
dachte Verrückung  erfährt,  die  Arbeit,  die  wir  zu  berechnen  haben. 
Wie  bereits  bemerkt,  werden  wir  voraussetzen,  dass  der  Körper  in- 
compressibel  ist ;  überdies  soll  für  ihn  ft  überall  denselben  Werth 
haben;  in  Folge  hiervon  lässt  sich  die  Veränderung,  die  das  Integral 
8)  für  irgend  welche  virtuelle  Verrückungen  erleidet,  darstellen  als 
ein  nach  der  Oberfläche  des  Körpers  zu  nehmendes  Integral,  in  dem 
nur  die  Verrückungen  der  Theile  der  Oberfläche  vorkommen.  In 
der  That  lässt  sich  bei  den  genannten  Voraussetzungen  die  Aende- 
rung  des  Integrals  8)  ansehn  als  bewirkt  durch  alleinige  Aenderung 
der  Grenzen  der  Integration.  Es  sei  ds  ein  Element  der  Oberfläche 
des  Körpers,  s  die  Verrückung,  n  die  nach  dem  Innern  des  Körpers 
gerichtete  Normale  von  ds;  dann  ist 

dss  cos  (ns) 

ein  Volumeneleraent,  welches  ausgeschaltet  wird,  wenn  cos  (n  s)  posi- 
tiv ist,  und  eines,  welches  eingeschaltet  wird,  wenn  cos  (wf)  negativ 
ist.  Der  Zuwachs  jenes  Integrals  oder  die  in  Rede  stehende  Arbeit 
der  Schwere  ist  daher 

—  g^  I  ds z 6  cos  (ne).  9) 

Die  Verrückungen  s  sind  wegen  der  Incompressibilität  des 
Körpers  durch  eine  Bedingungsgleichung  mit  einander  verbunden. 
Es  muss  das  Integral 


/ 


dt 


ungeändert  bleiben;  durch  eine  Ueberlegung,  wie  wir  sie  eben  ange- 
stellt haben,  sieht  man  ein,  dass  diese  Bedingung  durch  die  Gleichung 

0=1  dss  cos  (ns)  10) 

ausgesprochen  wird. 

Wir  sind  nun  in  der  Lage,  einige  Eigenschaften  de»  Trennungs- 
flächen verschiedener  Flüssigkeiten  ableiten  zu  können.  Es  mögen 
1  und  2  zwei  sich  berührende  Flüssigkeiten  sein,  A^.^  diejenige  Con- 
stante,  die  mit  der  Grösse  der  Berührungsfläche  multiplicirt  das 
Potential  der  Capillarkräfte  giebt,  'die  in  Folge  ihrer  Berührung 
wirksam  sind,  ft, ,  /Xj  ihre  Dichtigkeiten;  wir  fassen  einen  beliebigen, 
endlichen  Theil  ihrer  Berührungsfläche  ins  Auge,  nennen  dsi^  ein 

Kirchholf,  Mechanik.  10 
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Element  dieses  Theiles,  Uy  die  nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit  1 
gerichtete  Normale  von  dsy2f  r  und  r"  die  Hauptkrümmungsradien 
dieses  Elements,  positiv  gerechnet,  wenn  die  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit 1  eine  convexe  ist;  die  Punkte  des  gewählten  Theiles  denken 
wir  uns  unendlich  wenig  verrückt,  während  alle  übrigen  Punkte  der 
vorhandenen  Berührungsflächen  heterogener  Körper  an  ihren  Orten 
bleiben ;  so  verrückt,  dass  die  Punkte  des  Randes  ihre  Stellen  behalten 
und  dass  die  Volumina  der  beiden  Flüssigkeiten  nicht  geändert  wer- 
den. Ist  £  die  Verrückung  von  ds^^^  so  erfordert,  der  Gleichung  10) 
zufolge,  die  letzte  Festsetzung,  dass 


/ 


dSyo^B  cos  (w^fi)  11) 


verschwindet.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  muss  nach  dem  Princip 
der  virtuellen  Verrückungen,  wie  aus  der  Bedeutung  der  Ausdrücke 
7)  und  9)  hervorgeht,  auch 

r  rfs,2  £  cos  (wi  £)  p,2  [~,  -I-  4^  -f-  ^  (^j  _  ^2)  z\^      '      12) 

verschwinden.  Hierzu  ist  erforderlich,  dass  die  in  11)  und  12)  unter 
den  Integralzeichen  stehenden  Ausdrücke  einander  proportional  sind, 
d.  h.  dass 

Ai  (7-  +  i)  +  ^  (f*i  —  fi2)  ^  =  -^  13) 

ist,  wo  A  eine  Constante  bedeutet.  Es  ist  dieses  eine  Differential- 
gleichung für  die  Trennungsfläche  der  beiden  Flüssigkeiten.  Dieselbe 
lässt  sich  auf  eine  etwas  einfachere  Form  bringen,  wenn  man  die 
a;?/- Ebene  passend  wählt;  verändert  man  diese,  so  verändert  man  das 
auf  einen  bestimmten  Punkt  -  bezogene  z ,  während  das  erste  Glied 
der  linken  Seite  der  Gleichung  13)  ungeändert  bleibt;  man  verändert 
also  auch  A  und  kann  dieses  verschwinden  machen,  wenn  man  die 
a;j^- Ebene  passend  wählt.     Dadurch  wird  dann  die  Gleichung  13) 

^12  (^+7^)+ ö'Cfti- 11*2)^=0.  14) 

Die  Ebene,  die  die  a:?/ -Ebene  sein  muss,  damit  diese  Gleichung  gelte, 
hat  man  die  Niveau- Ebene  genannt;  hat  die  Trennungsfläche  der 
beiden  Flüssigkeiten  Theile,  welche  als  eben  zu  betrachten,  für  welche 
also  r  und  r"  unendlich  gross  sind,  so  liegen  diese  in  der  Niveau- 
Ebene,  wie  aus  14)  ersichtlich  ist. 

Betrachten  wir  nun  eine  Linie,  in  der  drei  Flüssigkeiten  zusam- 
menstossen.  Wir  nennen  dieselben  1,  2,  3,  bezeichnen  durch  rf/^js 
ein  Element  der  Linie,  durch  m^^  die  Normale  dieses  Elementes,  die 
die  Trennungsfläche  von  1  und  2  berührt  und  nach  dem  Innern  der- 
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selben  gerichtet  ist,  und  geben  den  Zeichen  m^^,  Wg,  und  ^.^3,  A^^ 
analoge  Bedeutungen,  wie  wir  sie  den  Zeichen  m^^  ^^^  ^n  beigelegt 
haben.  Die  Punkte  der  genannten  Linie  denken  wir  uns  unendlich 
wenig  verschoben,  so  dass  das  Element  dl^^^  die  Verschiebung  s  er- 
hält; die  der  Linie  unendlich  nahen  Flüssigkeitstheilchen  müssen 
dann  auch  Verschiebungen  erleiden;  nur  diese  sollen  solche  erleiden 
und  zwar  der  Art,  dass  das  Volumen  keiner  der  Flüssigkeiten  da- 
durch geändert  wird.  Bei  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  7)  hat  man 
dann  aus  dem  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  zu  schliessen, 
dass 

/   <//i23^   |'^12  ^^^  (^^12^)  +  ^23  COS  (^23^)  +  ^31  ^OS  {m^x  £)\   =  0 

ist,  woraus,  da  s  ganz  beliebig  ist,  folgt: 

^12  cos  (W,2«)  +  ^23  cos  (/»23«)  +  ^3,  COS  (Wg,  «)  =  0  ,  15) 

wo  £  eine  beliebige  Richtung  bedeutet.  Diese  Gleichung  ist  dieselbe 
wie  diejenige,  welche  ausspricht,  dass  drei  Kräfte,  deren  Grössen 
^12?  ^23  >  -^315  deren  Richtungen  die  auf  <//j 23  senkrechten  Richtungen 
^12;  ^^23  7  ^31  sind/,  und  die  auf  einen  Punkt  wirken,  einander  das 
Gleichgewicht  halten.  Man  bezeichne  die  Winkel  (^iW,,),  (^12^23)? 
(»«23 %i)  durch  tv^,  w^,  w^'^  sie  sind  die  Winkel,  welche  je  zwei  der 
drei  Ebenen  mit  einander  bilden,  die  an  dem  Orte  von  ^^^23  <^ie  drei 
Trennungsflächen  berühren;  die  Gleichung  15)  spricht  dann  aus, 
dass  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  sich  wie  ^2^  •  ^31  •  ^12  ^^  einander 
verhalten,  die  Winkel  7t  —  w^,  it  —  w^,  n  —  w.^  hat,  oder  dass 

sin  lü^  :  sin  iv^  :  sin  w^  =  ^23  •  -^u  •  ^12  ^6) 

ist. 

Wir  fassen  nun  einen  Fall  ins  Auge,  der  dem  eben  behandelten 
ähnlich  ist,  von  ihm  aber  dadurch  sich  unterscheidet,  dass  der  Kör- 
per 3  nicht  eine  Flüssigkeit,  sondern  starr  oder,  was  hier  dasselbe 
bedeuten  soll,  fest  ist;  seine  Oberfläche  soll  überdies  da,  wo  sie  von 
der  Trennungsfläche  der  Flüssigkeiten  1  und  2  getrofi'en  wird,  keine 
scharfe  Kante  darbieten;  die  Richtungen  W23  "^^  ^31  sind  dann 
entgegengesetzte.  Die  Verrückung  £  nehmen  wir  parallel  mit  m.^^ 
an;  auch  dann  gilt  die  Gleichung  15)  und  wird 

cos  w,  =  -^^LZLdM  .  17) 

Die  Gleichungen,  welche  nach  dem  Muster  von  16)  und  17)  gebildet 
werden  können,  sind  die  Grenzbedingungen,  welche  zur  näheren  Be- 
stimmung der  Integrale  der  Differentialgleichungen  dienen,  die  nach 
dem  Muster  von  13)  oder  14)  zu  bilden  sind. 


10^ 
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§4. 

Bevor  wir  unter  gewissen  Voraussetzungen  die  Differentialglei- 
chung für  die  Trennungsfläche  zweier  Flüssigkeiten  integriren,  wollen 
wir  einen  Ausdruck  für  die  Kraft  aufstellen,  die  auf  einen  festen 
Körper  ausgeübt  werden  muss,  um  ihn  im  Gleichgewicht  zu  halten, 
wenn  derselbe  mit  zwei  Flüssigkeiten  in  Berührung  und  in  einer 
gegebenen  Richtung  beweglich  ist.  Wir  nennen  wiederum  den  festen 
Körper  3,  die  Flüssigkeiten  1  und  2.  Ein  Beispiel  bildet  ein  fester 
Körper,  der  in  Wasser  eingetaucht  ist.  Dieses  Beispiel  wollen  wir 
der  Betrachtung  zu  Grunde  legen  und  durch  1  das  Wasser,  durch  2 
die  Luft  bezeichnen. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  ein  Theil  der  Oberfläche  des  festen 
Körpers,  in  welchem  der  Rand  der  Wasseroberfläche  (also  die  Linie, 
deren  Element  wir  <//,23  genannt  haben)  liegt,  ein  Theil  eines  ver- 
ticalen  Cylinders  von  beliebigem  Querschnitt,  und  dass  der  Körper 
in  verticaler  Richtung  beweglich  ist.  Wir  suchen  die  Kraft  Z,  die 
vertical  abwärts,  also  in  der  Richtung  der  z- Achse,  ausser  seinem 
Gewichte  auf  ihn  wirken  muss,  damit  das  Gleichgewicht  besteht. 
Wir  finden  dieselbe,  indem  wir  das  Princip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen auf  eine  gewisse  Verrückung  unseres  Systemes  anwenden. 
Wir  denken  uns,  wie  das   in  Fig.  1  angedeutet  ist,   eine  Fläche   F^ 

welche  den  festen  Körper  um- 
schliesst  und  von  jeder  Flüssig- 
keit einen  Theil  abgrenzt;  alle 
Punkte,  die  ausserhalb  dieser 
Fläche,  oder  in  ihr  liegen, 
sollen  an  ihren  Orten  bleiben; 
der  feste  Körper  werde  um  «' 
vertical  abwärts  verschoben , 
die  Theilchen  der  Flüssigkeiten 
werden  so  bewegt,  dass  die 
Punkte  des  Randes  der  Wasser- 
oberfläche keine  Verrückungen 
erleiden  und  das  Volumen 
jeder  Flüssigkeit  ungeändert 
bleibt.  Wir  wollen  annehmen, 
dass  dabei  allen  Flüssigkeitstheilchen,  welche  mit  dem  festen  Körper 
in  Berührung  sind,  bis  auf  diejenigen,  die  der  Grenzfläche  beider 
Flüssigkeiten  unendlich  nahe  sind,  dieselbe  Verschiebung  ertheilt 
werde,  wie  dem  festen  Körper.  Für  diese  Verrückung  ist  die  Arbeit 
der  Kraft  Z 

=  Zd  .  18) 

Um    die    Arbeit   der   Capillarkräfte    und    der   Schwere    angeben    zu 


Fig.  1. 


r\ 
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können,  behalten  wir  die  früher  gebrauchten  Zeichen  bei,  verstehen 
unter  ds^2  aber  nur  ein  Element  des  Theils  der  Trennungsfläche 
von  1  und  2,  der  innerhalb  der  Fläche  F  liegt,  und  nönnen  U  den 
Umfang  des  horizontalen  Querschnitts  des  Cylinders,  von  dem  ein 
Theil  der  Annahme  nach  einen  Theil  der  Oberfläche  des  festen  Kör- 
pers ausmacht.  Bei  der  gedachten  Yerrückung  vergrössert  sich  dann 
die  Berührungsfläche  von  3  und  1  um  üs,  während  die  Berührungs- 
fläche von  3  und  2  um  ebensoviel  sich  verkleinert.  In  Folge  hiervon 
und  bei  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  7)  ergiebt  sich  die  Arbeit  der 
Capillarkräfte 

Die  Arbeit  der  Schwere  endlich  findet  man  mit  Hülfe  des  Aus- 
drucks 9) 

=  ^  (f*i  —  f*3)  ^'  i^h\^  cos  {n^z)  Ar  g  (iWj  — /^a)  s'  j äs^^z  cos  (n^z) 

r  20) 

-.(..-..)j^%-cosK.). 

Die  Summe  der  Ausdrücke  18),  19)  und  20)  muss  verschwinden. 
Wählt  man  zur  xy-^hene  die  Niveau -Ebene  und  berücksichtigt,  dass 
dann  die -Gleichung  14)  gilt,  so  ergiebt  sich,  hieraus 


0  =  Z  +  (4i  —  ^3)  U-j-  g  (^i—  [i._^)ids^iz  cos  (n^z) 

+  ^  (^2  —  ^3)  f(^h3^  cos  (n^z) 


21) 


Wir  geben  dieser  Gleichung  noch  eine  andere  Gestalt.  Bezeichnet 
ds  ein  Element  der  Oberfläche  eines  vollständig  begrenzten  Raumes, 
n  die  nach  dem  Innern  desselben  gerichtete  Normale  von  ds,  so  ist 
das  Integral 


/■ 


dsz  cos  (nz) , 


ausgedehnt  über  die  ganze  Oberfläche,  gleich  dem  negativ  genomme- 
nen Volumen  des  Raumes,  wie  der  durch  die  Gleichungen  6)  der 
eilften  Vorlesung  ausgesprochene  Satz  lehrt.  Bemerkt  man,  dass 
dasselbe  Integral,  ausgedehnt  über  einen  beliebigen  Theil  eines  der 
2 -Achse  parallelen  Cylinders  oder  über  einen  beliebigen  Theil  der 
a-y -Ebene,  verschwindet,  so  kann  man  den  Werth  finden,  den  es 
erhält,  wenn  es  über  einen  begrenzten  Theil  jener  geschlossenen 
Oberfläche  ausgedehnt  wird;  man  darf  nämlich  diesen  Theil  zu  einer 
geschlossenen  Oberfläche  machen  durch  Hinzufügung  einer  Fläche, 
die  aus  einem  Stücke  eines  der  2 -Achse  parallelen  Cylinders  und 
einem  Stücke  der  a;y -Ebene  besteht.    Die  beiden  in  der  Gleichung  21) 
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vorkommenden  Integrale  lassen  sich  hiernach  durch  zwei  Volumina 
ausdrücken.  Wir  construiren  die  Fläche,  welche  durch  die  Randcurve 
des  Wassers  begrenzt  und  zusammengesetzt  ist  aus  einem  Theile 
eines  verticalen  Cylinders  und  einem  Theile  der  Niveau  -  Ebene ;  wir 
setzen  voraus,  dass  diese  Fläche  ganz  innerhalb  des  festen  Körpers 
liegt;  dann  theilt  sie  denselben  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine 
mit  der  Flüssigkeit  1,  der  andere  mit  der  Flüssigkeit  2  in  Berüh- 
rung ist;  die  Volumina  dieser  Theile  nennen  wir  r,  und  Fj  ;  dann  ist 

1  ds^iZ  cos  {n^z)  =  —  l\     und      i  ds^'^z  cos  («3^)  =  —  Fo  • 

Führt  man  noch  durch  17)  den  Winkel  w^  ein,  so  wird  hiernach  die 
Gleichung  21) 

Z  =  ö'  (f*i  —  ^3)  V^-\-  g  (^2  —  ^3)  ^2  +  ^12  cos  w^  U . 

§5. 

Wir  wollen  nun  einen  Fall  betrachten,  der  den  eben  behandelten 
als  speciellen  in  sich  schliesst ;  der  feste  Körper  3  habe  eine  beliebige 
Gestalt  und  sei  in  einer  beliebigen  Richtung,  die  wir  p  nennen  wollen, 
verschiebbar.  Es  soll  die  Kraft  P  gefunden  werden,  die  auf  den 
Körper  in  der  Richtung  p  ausser  der  betrejßfenden  Componente  seines 
Gewichtes  wirken  muss,'  damit  das  Gleichgewicht  besteht.  Wir  den- 
ken uns  den  Körper  in  der  Richtung  /;  um  b  verschoben;  die  Flüs- 
sigkeitstheilchen ,  welche  ihn  berühren,  sollen  alle  die  gleiche  Ver- 
schiebung erfahren,  während  die  Theilchen,  welche  in  und  ausserhalb 
der  Fläche  F  (s.  Fig.  1)  liegen,  an  ihren  Orten  bleiben  und  die 
Elemente  ds^^  solche  Verschiebungen  £  erleiden,  dass  der  Bedingung 
der  Incompressibilität  genügt  wird.  Die  Flächen,  deren  Elemente 
durch  ds^^  und  ds^-^  bezeichnet  sind,  erleiden  dann  keine  Aenderung 
ihrer  Grösse,  dagegen  erfährt  der  Rand  der  Trennungsfläche  der 
beiden  Flüssigkeiten  eine  Verschiebung.  Nimmt  man  hierauf  Rück- 
sicht, so  erhält  man  durch  eine  Betrachtung,  die  im  üebrigen  der- 
jenigen gleich  ist,  durch  welche  wir  die  Gleichung  21)  abgeleitet 
haben,  wenn  man  wiederum  die  Niveau -Ebene  zur  a;y -Ebene  wählt, 

0  =  />  -f  ^  (ftj  —  ^3)  jds^^  z  cos  (ngp) 

+  ^  (^2  —  f*3)  /^*23^  cos  {n^p)  22) 

Wir  wenden  diese  Gleichung  zuerst  auf  einen  Fall  an,  in  dem  die 
Richtung  p  wieder  mit  der  Richtung  von  z  übereinstimmt.  Der 
Körper  3  sei  eine   horizontale  Platte,    deren  Raadfläche   ein    Theil 
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eines  kreisförmigen  verticalen  Cylinders  ist.  Ihre  untere  Fläche  soll 
mit  der  Flüssigkeit  1  in  Berührung  sein,  so  dass  der  Rand  derselben 
die  Linie  ist,  deren  Element  wir  dl^23  genannt  haben.  Fassen  wir 
den  Rand  der  unteren  Fläche  als  eine  unendlich  schmale  Fläche  von 
unendlich  grosser  Krümmung  auf,  so  haben  wir  statt  dessen  zu  sagen, 
dass  die  genannte  Linie  in  diesem  Rande  liegen  soll.  Das  Resultat 
der  Gleichung  22)  ist  ersichtlich  bei  der  einen  Auffassung  dasselbe, 
wie  bei  der  andern.  Nennt  man  V  das  Volumen  der  Platte,  f  die 
Grösse,  U  den  Umfang  ihrer  Grundfläche,  z^  den  Werth  von  z  für 
ihre  untere  Fläche,  d-^  den  ji-ig.  2, 

in    Fig.    2    bezeichneten  2 

Winkel,  den  die  Rich- 
tung m^2  mit  der  Ver- 
längerung des  Radius  der 
Platte  bildet,  wobei 


(m,,p)  =  ^0  -  I  "^^ 

wird,  und  nimmt  man  an,  dass  die  Trennungsfläche  der  beiden  Flüssig- 
keiten eine  Rotationsfläche  ist,  deren  Achse  mit  der  Achse  der  Platte 
zusammenfällt,   so -wird  die  Gleichung  22) 

0  =  P  +  ^  (ft3  —  ^2)  V  —  ff  (^1  —  fta)  ^of—  A2  U  sin  -O-«  .  23) 
Der  Werth  von  z^  kann  innerhalb  gewisser  Grenzen  geändert  wer- 
den ;  mit  ihm  ändert  sich  auch  -^-^  •,  wie  diese  beiden  Grössen  zusam- 
menhängen, werden  wir  bei  der  Untersuchung  der  Gestalt  der 
Trennungsfläche  zweier  Flüssigkeiten  finden. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichung  22)  auf  den  Fall  anwenden,  dass 
die  Richtung  p  eine  horizontale  ist;  sie  sei  die  Richtung  der  a:- Achse. 
Ist  ds  ein  Element  der  Oberfläche  eines  vollkommen  begrenzten 
Raumes,  n  die  nach  dem  Innern  dieses  gerichtete  Normale  von  ds, 
so  verschwindet  das  Integral 


/ 


dsz  cos  (nx) ,  24) 


wie  die  erste  der  Gleichungen  6)  der  eilften  Vorlesung  zeigt.  Hier- 
aus folgt,  dass  der  Coefficient  von  fig  in  22)  verschwindet,  und  dass 
die  beiden  Glieder  dieser  Gleichung,  welche  Flächenintegrale  ent- 
halten, sich  in  das  eine 

g  {(i i  —  (I2)  1  ds^iz  cos  (n^x)  25) 

zusammenziehn.  Das  hier  vorkommende  Integral  lässt  sich  weiter 
darstellen  als  eines,  das  auszudehnen  ist  über  den  Theil  der  Ober- 
fläche des  festen  Körpers,  der  zwischen  der  a;?/ -Ebene  und  der  Grenze 
der  Trennungsfläche   der  beiden  Flüssigkeiten  liegt,  wenn  man  noch 
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benutzt,  dass  das  Integral  24)  auch  verschwindet,  wenn  es  über  einen 
Theil  der  a;y- Ebene  genommen  wird.  Wir  wollen  annehmen,  dass 
die  Grenze  der  Trennungsfläche  der  beiden  Flüssigkeiten  die  a:y- Ebene 
nicht  schneidet,  also  ganz  oberhalb  oder  ganz  unterhalb  derselben 
liegt.  In  beiden  Fällen  wollen  wir  durch  ds.^  ein  Element  des  ge- 
nannten Theils  der  Oberfläche  des  festen  Körpers  bezeichnen;  der 
Ausdruck  25)  ist  dann 

=  db  ^  (f^i  —  t^i)  f  ^^3  ^  cos  (%^)  ■> 

wo  das  obere  Zeichen  in  dem  ersten,  das  untere  in  dem  zweiten 
der  beiden  Fälle  gilt,  vorausgesetzt,  dass  die  untere  Flüssigkeit  wieder 
die  Flüssigkeit  1  ist.     Hiernach  ist  die  Gleichung  22) 

0  =  P+  ^  (fij  —  jLij)  I ds^z  cos  (n^x)  —  A^.2.  1  ^hii  ^^^  (^iz^)'-    ^^) 

Wir  wollen  die  Rechnung  weiter  führen  unter  der  Voraussetzung, 
dass  der  feste  Körper  eine  zur  a:- Achse  senkrechte  Platte  ist,  die  in 
der  Richtung  der  y- Achse  die  sehr  grosse  Länge  b  besitzt.  In  ihrer 
Nähe,  auf  der  Seite  der  negativen  x,  befinde  sich  eine  ihr  parallele, 
feste  Platte  von  gleicher  oder  noch  grösserer  Länge.  Die  beiden 
Fälle,  die  in  der  Gleichung  26)  zu  unterscheiden  sind,  sind  in  Fig.  3 
und  Fig.  4  dargestellt. 

Fig.      3.  Fig.  4. 


-a? 


Die  Elemente  ds^  und  dl^^^  sind  zum  grössten  Theile  der  y- Achse 
parallel-,  diejenigen,  die  es  nicht  sind,  können  bei  der  Bildung  der 
beiden  Integrale,  um  die  es  sich  handelt,  vernachlässigt  werden.  Auf 
der  äusseren  Seite  der  beweglichen  Platte  ist 


auf  der  inneren 


-h  (^12^)  =  «^1  — 


2  ' 


daher    verschwindet    das  nach  <?/,23    zu    nehmende    Integral    in  26), 
Ferner  ist  auf  der  äusseren  Seite  der  Platte 


cos  («3  a;) 


auf  der  inneren 


—  1 

+  1. 
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Endlich  kann  man  ds^  =  bdz  setzen,  wenn  man  die  Bestimmung 
hinzufügt,  dass  die  untere  Grenze  des  Integrals  der  kleinere  Grenz- 
werth  von  z,  die  obere  der  grössere  sein  soll.  Hiernach  wird  die 
Gleichung  26)  in  den  beiden  unterschiedenen  Fällen 

wenn  der  Werth  von  z  für  die  Grenze  der  beiden  Flüssigkeiten  an 
der  inneren  Fläche  der  beweglichen  Platte  mit  z,  an  der  äusseren 
mit  z"  bezeichnet  wird.  Je  nachdem  dieser  Ausdruck  von  P  positiv 
oder  negativ  ist,  üben  die  beiden  Platten  scheinbar  eine  Anziehung 
oder  eine  Abstossung  auf  einander  aus.  Wie  die  Grössen  z  und  z" 
abhängen  von  der  Natur  der  Flüssigkeiten  und  der  Platten,  so  wie 
dem  Abstände  der  letzteren,  lehrt  die  Untersuchung  der  Gestalt  der 
Trennungsfläche  zweier  Flüssigkeiten. 


Vierzelmte  Vorlesung. 

(Integration  der  Differentialgleichung  für  die  Berührungsfläche  zweier 
schweren  Flüssigkeiten  in  dem  Falle,  dass  dieselbe  eine  Rotationsfläche  ist  und 
die  Abstände  der  betrachteten  Punkte  von  der  Rotationsachse  sehr  klein  oder 
sehr  gross  sind.    Erste  und  zweite  Näherung.) 

§  1- 
Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Integration  der  Differentialglei- 
chung beschäftigen,  die  wir  für  die  Trennungsfläche  der  beiden 
Flüssigkeiten  1  und  2  gefunden  haben.  Legen  wir  die  icy- Ebene 
in  die  Niveauebene,  so  ist  dieselbe  die  Gleichung  14)  der  vorigen 
Vorlesung,  nämlich 

^  =  1(7  +  .-)-  •     1) 

wenn 

^2  __  2       ^<^ 

g  (fii  — fij) 

gesetzt  wird.  Wir  nehmen  die  Constante  ^jj  als  negativ  an.  Nur 
unter  dieser  Bedingung  ist  ein  stabiles  Gleichgewicht  möglich;  denn 
nach  den  in  §  2.  der  vierten  Vorlesung  gemachten  Auseinandersetzun- 
gen erfordert  ein  solches,  dass  das  Potential  der  wirkenden  Kräfte 
ein  Maximum  sei,  und  ein  Maximum  findet  nicht  bei  der  positiv  ge- 
nommenen Oberfläche  einer  incompressibeln  Flüssigkeit  statt  —  diese 
kann  ins  Unendliche  wachsen  — ,  wohl  aber  bei  der  negativ  genom- 
menen. Wir  bezeichnen  ferner  die  dichtere  Flüssigkeit  durch  1,  die 
weniger  dichte  durch  2;  dann  ist  a^  positiv.  Ist  auch  a  positiv,  was 
wir  festsetzen,  so  ist  dieses,  wie  aus  der  Gleichung  1)  ersichtlich, 
eine  Länge.  Nach  den  Gleichungen  4)  und  6)  der  vorigen  Vorle- 
sung ist  nun 


i  +  4  =  -(|2+.|fi) 


j  a  dz  dz      < 

und  «  :  ^  :  y  =  -  ^  :  -  ^  :  1  , 

wo  a,  /3,  y  die  Cosinus  der  Winkel  bedeuten,  die  die  nach  dem 
Innern  der  Flüssigkeit  1  gezogene  Normale  der  Oberfläche  dieser  mit 
den  Coordinatenachsen  bildet.     Es  folgt  hieraus 
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dz_  dz_ 

}"  /— — -^ — s — — ^ — lii  Y 


/i+(|^)V(|)''         /i+(fe)V(|^/'      /i+(|^)'+(|)' 

und  nach  1) 


z  =  ^ 


dz  dz 

"'    d  dx  ,    a^    d  dy 


wo  der  vorkommenden  Wurzelgrösse  das  positive  oder  negative  Vor- 
zeichen zu  geben  ist,  je  nachdem  y  positiv  oder  negativ  ist.  Diese 
partielle  Differentialgleichung  für  z  verwandeln  wir  in  eine  gewöhn- 
liche durch  die  Annahme,  dass  die  Oberfläche,  um  die  es  sich  handelt, 
ein  Theil  einer  Rotationsfläche  ist,  deren  Rotationsachse  mit  der 
z- Achse  zusammenfällt.     Setzen  wir 


u  =  }/x^  -\-  y*  , 
wo  die  Wurzelgrösse  positiv  zu  nehmen  ist,  so  ist  dann 

dz  X  dz         dz  y  dz 

dx         u  du  '      dy  u  du 

und  die  Gleichung  2)  wird 

di^ 
ß'    1  _d^  du 


/i  +  O' 


z  und  M  können  wir  hierbei  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Curve  ansehn,  in  der  die  Oberfläche  von  einer  durch 
die  2r- Achse  gelegten  Ebene  geschnitten  wird.  Die  Gleichung  3) 
wollen  wir  dadurch  umgestalten ,  dass  wir  in  sie  einen  Winkel  ■9'  ein- 
führen, zu  dessen  Definition  wir  zunächst 

y  =  — -  —  =  cos  d- 

/i  +  O' 

setzen;  wir  vervollständigen  dieselbe  durch  die  Gleichung 


iL 
du 


/ 


i  +  (Sf 


=  sin  -O" . 


Hierdurch  ist  d-  bis  auf  ein  Vielfaches  von  2n  bestimmt;  dabei  können 
und  wollen  wir  festsetzen,  dass  -ö"  sich  stetig  ändert,  wenn  man  auf 
der  Curve  stetig  fortgeht.  Aus  den  für  cos  -O-  und  sin  -9-  aufgestellten 
Ausdrücken  folgt 
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d.  h.  d"  ist  ein  Winkel,  den  die  Tangente  der  Curve  mit  der  w- Achse 
bildet,  und  den  eine  Linie  beschreibt,  die  von  der  m- Achse  aus  in 
dem  Sinne  gedreht  wird,  bis  sie  der  Tangente  parallel  istj  in  dem 

sie  um    -  gedreht  werden  muss,  um  die  Richtung   der  z- Achse  zu 

erhalten.  Bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung  y  =  cos  0'  kann  man 
hierfür  auch  sagen:  d"  ist  ein  Winkel,  den  die  nach  dem  Innern 
der  dichteren  Flüssigkeit  gezogene  Normale,  w^,  mit  der  z- Achse 
bildet,  und  den  eine  Linie  beschreibt,  die  von  der  z- Achse  aus  in 
demselben  Sinne  gedreht  wird,  bis  sie  die  Richtung  von  w^  hat.  Die 
Gleichung  3)  wird  dann 

a^  l    d     ,       .      -. 

Wir  wollen  die  Gleichungen  4)  und  5),  die  zusammen  die  Gleichung  3) 
ersetzen,  nur  für  die  Fälle  integriren,  dass  u  sehr  klein  oder  sehr 
gross  für  die  Punkte  der  betrachteten  Fläche  ist. 

§2. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  u  als  unendlich  klein  zu  betrachten  ist. 
Dieser  Fall  ist  näherungsweise  verwirklicht  z.  B,  bei  der  Flüssigkeits- 
oberfläche in  einer  engen,  verticalen  Röhre  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitt, die  in  eine  grössere  Wassermasse  getaucht  ist,  oder  bei  der 
Oberfläche  eines  kleinen  Quecksilbertropfens,  der  auf  einer  horizon- 
talen Glasplatte  ruht.  Aus  5)  folgt,  dass  dann  im  Allgemeinen  z 
unendlich  gross  ist;  wir  nehmen  an,  dass  dieses  stattfindet,  dass  die 
Unterschiede  der  Werthe  von  z  für  die  verschiedenen  Punkte  der 
zu  betrachtenden  Curve  aber  nicht  unendlich  gross  sind;  bezeichnen 
wir  durch  Zq  einen  dieser  Werthe,  so  können  wir  hiernach  für  5) 
schreiben 

c^  1^  d  (u  sin  &) 

"^0        Y  M        d^ 

oder 

,     const  ,     .      a. 

^nU  H =  «    sm  -O"  , 

WO  const  die  Constante  der  Integration  bedeutet.  Diese  muss  ver- 
schwinden, wenn,  wie  wir  annehmen  wollen,  die  z  -  Achse  die  Flüssig- 
keitsoberfläche schneidet,  weil  sonst  für  w  =  0  die  linke  Seite  der 
gefundenen  Gleichung  unendlich  werden  würde,  die  rechte  aber  nicht 
unendlich  werden  kann.  Zugleich  wollen  wir  in  Betreif" der  Bedeu- 
tung von  Zq  festsetzen,  dass 

z  =  Zq    für    M  =  0 
sein  soll.     Wir  haben  dann 

•  M  =  —  sin  ^  ,  6) 

20 
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Dabei  ist 

^  =  0    für     w  =  0, 

wenn,  wie  wir  annehmen  wollen  und  wie  es  in  den  beiden  ange- 
führten Beispielen  der  Fall  ist,  an  dem  Punkte  (w  =  0,  z  =  z^^)  die 
dichtere  Flüssigkeit  die  untere  ist. 

Differentiiren  wir  die  Gleichung  6)  und  multipliciren  das  Resul- 
tat mit  der  Gleichung  4),  so  erhalten  wir 

dz  ==  —  sm  %dd' , 

und  hieraus  durch  Integration  bei  Rücksicht  darauf,  dass  z  =  z^ 
für  #  =  0  ist, 

z  —  Za = cos  %r  .  1\ 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  zeigen,  dass  die  Flüssigkeitsoberfläche 
eine  Kugel  ist,  deren  Radius  dem    absoluten   Werthe    von  —    gleich 

ist,  und  deren  Mittelpunkt  die  z-Coordinate  Zq  -{-  ~  hat.  Die  dich- 
tere Flüssigkeit  ist  hiernach  durch  eine  convexe  Oberfläche  begrenzt, 
wenn  Zq  positiv,  durch  eine  concave,  wenn  Zq  negativ  ist.  Der  Werth 
von  Zq  ist  durch  den  Winkel  w^  bedingt,  den  die  Gleichung  17)  der 
vorigen  Vorlesung  bestimmt.  Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Ober- 
fläche einer  Flüssigkeit  in  einer  verticalen  Röhre  von  dem  Radius  jR, 
so  ist 

für  u  =  R    %•  =  w^  —  ^\, 
setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  6),  so  erhält  man 

z,,  ==  —  ^  cos  w^  .  8) 

Ein  Fall,  der  sich  oft  der  Betrachtung  darbietet,  ist  der,  dass  w^  =  0 
ist;  er  findet  statt,  ^enn  der  feste  Körper,  um  den  es  sich  handelt, 
von  der  Flüssigkeit  1  benetzt  wird.  In  diesem  Falle  giebt  die 
Gleichung  8) 

_        a« 

Zq—      ^  ; 

die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  der  Röhre  wird  dabei  eine 
Halbkugel. 

Sind  die  Werthe  von  u  nicht  unendlich  klein,  aber  klein,  so 
bilden  die  entwickelten  Gleichungen  eine  erste  Näherung;  suchen 
wir  jetzt  eine  zweite.  Aus  der  Gleichung  5)  folgt,  wenn  wir  die 
Voraussetzung  festhalten,  dass  die  2 -Achse  die  Oberfläche  schneidet, 


a^  sin  '&■  = 


u 

-  I  zudu  .  9) 
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Schreiben   wir  hier  z^^  -\-  (z  —  z^)  für  z,  wo  Z(^  wieder  den  Werth 
von  z  für  w  =  0  bedeutet ,  so  erhalten  wir 


u 

a^  sin  &■  =  ZqU  -\ —  t  {z  —  Zq)  u 


du 


ZcU 


Wir  kommen  zu  den  Formeln  der  ersten  Näherung,  zunächst  zu 
der  Gleichung  6)  zurück,  wenn  wir  das  Glied,  welches  das  Integral- 
zeichen enthält,  vernachlässigen;  wir  finden  eine  zweite,  wenn  wir 
in  diesem  Gliede  z  —  z^^  und  u  mit  Hülfe  der  Gleichungen  7)  und  6) 
durch  %•  ausdrücken.     Wir  erhalten  dadurch 

2     2         1  /* 

«2  gin  Q.  __  2^u  +  2  (— )   -T— r;-  I  (1  —  cos  %•)  sin  %'  cos  %'d%' 

0 

oder 

=  «2  sm  ^  -  (-)   (^sm  #  -  I  -^i^-j  •  10) 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  und  multiplicirt  das  Resultat  mit 
der  Gleichung  4),  so  erhält  man  eine,  deren  Integration  z  als  Func- 
tion von  %•  ergiebt. 

In  dem  Falle  der  verticalen  Röhre  vom  Radius  R  giebt  die  Glei- 
chung 10)  einen  Werth  von  z^ ,  der  genauer  ist,  als  der  durch  8)  be- 
stimmte. Um  ihn  zu  finden,  kann  man  in  dem  Gliede,  durch  welches 
die  Gleichungen  10)  und  6)  sich  unterscheiden,  Zq  durch  8)  ausdrücken. 
Wird  die  Röhre  benetzt,  so  bekommt  man  auf  diesem  Wege 

_      _  «2 R 

^0  —  /j         3  • 

§3. 

Man  kann  die  Gleichungen  4)  und  5)  ferner  integriren,  wenn 
man  u  als  unendlich  gross  annimmt.     Man  setze 

U  =  Uq  -^  X  ,  11) 

wo  «0  eine  unendlich  grosse  Constante  bedeutet,  die  so  gewählt  ist, 
dass  für  die  Punkte,  die  betrachtet  werden,  x  endlich  ist.  Führt 
man  in  5)  die  Differentiation  nach  u  aus  und  vernachlässigt  unend- 
lich Kleines  gegen  Endliches,  so  erhält  man  dann 

a^  d  sin  &  ^  t^. 

^  =  ¥  ~-d^  '  12) 

und  die  Gleichung  4)  wird 

dz  =  igQ'  dx  .  13) 

Es  sind  dieses  dieselben  Gleichungen,  welche  man  unmittelbar  aus  2) 
erhalten   haben  würde,    wenn  man   die  rechtwinkligen   Coordinaten 
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X,  y,  z  beibehalten  und  die  Annahme  eingeführt  hätte,  dass  z  von  y 
unabhängig  ist.  Multiplicirt  man  sie  mit  einander,  so  erhält  man 
eine  integrable  Gleichung  und  durch  Integration 

z^  ==  Const  —  a}  cos  %• 


oder  auch 


z2  =  2«2^Ä-cos2|V  14) 

wo  h  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  Dieselbe  ist  nothwendig 
positiv,  da  z^  positiv  ist,  kann  aber  grösser  oder  kleiner  als  1  sein. 
Diese  Fälle  bieten  einen  wesentlichen  Unterschied  dar.  Ist  hyi,  so 
kann  z  nicht  verschwinden,  also  auch  nicht  das  Zeichen  wechseln; 
dasselbe  gilt,  der  Gleichung  1)  wegen,  daher  auch  von  der  Krümmung 
der  Curve,  deren  variabler  Punkt  die  Coordinaten  x,  z  hat;  dagegen 
kann  -d"  verschwinden  oder  =  2  jr  werden,' d.  h.  es  giebt  Punkte,  in 
denen  die  Tangente  horizontal  ist  und  die  dichtere  Flüssigkeit  unter 
der  weniger  dichten  liegt.  Das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  Ä  <(  1 
ist;  dann  giebt  es  keine  solche  Tangente,  ^  kann  nicht  verschwinden 
oder  =  2Ä  Tverden,  aber  z  kann  =0  sein;  es  giebt  Punkte,  die  in 
der  Niveauebene  liegen,  und  in  denen  die  Krümmung  Null  ist. 
Für  den  Fall  Ä  >  1  setzen  wir 

^  =  Ä^'     2-2=^5  15) 

bezeichnen  wir  dann  wieder  die  positiv  zu  nehmende  Wurzelgrösse 
y\  —  k}  sin^  ij}  mit  z/^,  so  wird  die  Gleichung  14) 

oder  wenn  wir  das  Maximum  von  z  in  dem  Falle,  dass  z  positiv  ist, 
und  das  Minimum  von  z  im  entgegengesetzten  Falle  durch  c  bezeich- 
nen, wobei 


wird, 

Die  Gleichung  12)  giebt 


cz/^  .  17) 


z  =  a^  cos  2^-r^  , 


dx 

woraus  bei  Rücksicht  auf  17)  folgt 


2  ^if) 


oder 


^  =-=  ^  ((t  -  1)/!^  -^f^tdt)  ,  18) 

wo    dip  untere  Grenze   der  beiden  Integrale   eine  willkürliche  Con- 
stante ist. 
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Für  den  Fall  Ä  <  1  setzen  wir  in  14) 

h  =  cos2 1  =  X:2 ,  19) 

indem  wir  unter  /  einen  Werth  von  d'  verstehen,  den  dieses  erreichen, 
aber  nicht  überschreiten  kann;  und  ferner 

cos  -  =  cos  1^  sin  ^  ;  20) 


da  hiernach 


2:2  __  2ör2  ßQs2         COS^^ 


ist,  SO  könneil  wir  zur  weiteren  Bestimmung  von  ^  festsetzen: 

z  =  }/2  a  cos  j  cos  ^. .  21) 

Für  einen  Punkt  der  betrachteten  Curve  kann  man  %"  als  zwischen 
0  und  2n  liegend  annehmen,  also  —  als  zwischen  0  und  n  liegend; 

da  nach  20)   sin  -j  nicht  verschwinden  kann,  so  liegt  —  dann  immer 
zwischen  den  genannten  Grenzen  und  wir  erhalten  aus  20) 

sm  —  =  ^^  . 
Die  Gleichung  12)  wird  hiemach 

z  =  _  a^  (1  -  2^/2^)  cos  -i  '-^  ?  , 
woraus  in  Verbindung  mit  21)  sich  ergiebt 

^  =  -  ilj%  +  «  V^j^^it ,  22) 

WO   die   untere   Grenze   der  beiden  Integrale  wiederum  eine  willkür- 
liche Constante  ist. 

§4. 

Die  abgeleiteten  Gleichungen  wollen  wir  jetzt  auf  die  Fälle 
anwenden,  dass  der  Modul  k  der  elliptischen  Integrale,  auf  die  wir 
geführt  sind,  unendlich  klein  oder  =  1  ist.  Setzen  wir  zunächst  in 
den  Gleichungen  17)  und  18)  k  unendlich  klein.  Durch  Entwicke- 
lung  nach  Potenzen  von  k"^  finden  wir  dann 

z  ==  c  (l' j  sin^i/»!  =  c  (l  —  —  -f-  ^  cos  2^  j 

und,  wenn  man  benutzt,  dass 

/  sin'^  ipdif  =  ^  —  sin_'^  _j_  QQ^g^_ 

ist, 

rc  ==  ^  sin  2^  +  Const.  * 
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Diese  Ausdrücke  von  z  und  x  zeigen,  dass  die  Curve,  um  die  es 
sich  handelt,   ein   Kreis   ist,   dessen  Radius  gleich  ist  dem  absoluten 

Werthe  von  ~  oder  nach   16)  von  —  •    Ist  die  Flüssigkeit  zwischen 

zwei  parallele,  verticale  Platten  eingeschlossen,  die  von  ihr  benetzt 
werden  und  in  der  Entfernung  2e  von  einander  sich  befinden,  so 
muss  dieser  Kreis  die  Platten  berühren ;  sein  Radius  muss  =  e ,  und 
also,  da  c  dann  negativ  ist, 

sein. 

In  dem  Falle,  in  dem  die  Gleichungen  21)  und  22)  gelten, 
erhält  man,  wenn  man  A-,  also  auch  cos  —  unendlich  klein  annimmt, 

z  ==  a  ^  2  cos  ^  cos  ^  ,    ic  =  =^  ^  -j-  Const.  , 
also 

z  =  a  j/2  cos  ~  cos  l- 1-  Const.  j  . 

Die  hierdurch  dargestellte  Linie  ist  eine  Sinuslinie.  Um  ein  Beispiel 
zu  erhalten,  in  'dem  diese  Gleichung  gilt,  denken  wir  uns  eine  hori- 
zontale Platte,  an  deren  unterer  Fläche  eine  kleine  Menge  einer  sie 
benetzenden  Flüssigkeit  sich  befindet;  diese  kann  im  Gleichgewicht 
sein,  während  ihr  Profil  die  Gestalt  ACß  hat,  abgesehn  davon,  dass 
der  Abstand  des  Punktes   C  Fig.  5. 

von   der   Geraden  AB   nicht 
unendlich  klein  ist;  dabei  ist 

AB  =^^- 

Für  A'  =  1  endlich  geben  die  Gleichungen  17)  und  18)  dasselbe 
Resultat  wie  die  Gleichungen  21)  und  22):  um  die  Einführung  von 
doppelten  Vorzeichen  unnöthig  zu  machen,  wollen  wir  bei  der  An- 
wendung jener  festsetzen,  dass  -O'  zwischen  0  und  2z,   also  nach  15) 

if  zwischen  —  -g-  und  -f-  —    gewählt    werde;    bei    der   Anwendung 

dieser,  dass  für  ?,  welches  0  oder  2;r  sein  kann,  derjenige  von  diesen 
beiden    Werthen    genommen    werde,    für    den    das    Vorzeichen    von 

cos  ^  mit  dem  Vorzeichen  von  z  übereinstimmt.  Sind  diese  Be- 
dingungen fül-  einen  Punkt  der  zu  betrachtenden  Curve  erfüllt,  so 
sind  sie  es  für  alle  ihre,  im  Endlichen  liegenden  Punkte,  denn  #• 
kann  die  Grenzen  0  und  27t  nicht  überschreiten  und  z  das  Vor- 
zeichen nicht  wechseln,  da  der  Fall,  den  wir  hier  betrachten,  die 
Grenze  zwischen  den  beiden  Fällen  bildet,  dass  das  in  der  Gleichung 

Kirch  hoff,  Mechanilc.  11 
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14)  vorkommende  h  >  oder  <  1  ist.     In  Folge  dieser  Festsetzungen 
ist  dann  cos  ip  positiv  und  daher 

cos  V  ==  ^^  . 
Benutzt  man,  dass 

ist,  so  ergiebt  sich  hieraus 

=  cU\g  tg  I  +  cos  1^  4-  Const. 


X 


z  =  c  sm.  - 


23) 


^^]i£;^-  Figur  6  soll  eine  ungefähre  Vor- 

stellung von  dem  Verlauf  der 
durch  diese  Gleichungen  darge- 
stellten Curve  geben.    Ein  Theil 
— '  derselben    kann    das .  Profil  der 


Flüssigkeitsoberfläche  bilden;  das  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  in  eine 
grosse  Wassermasse  eine  ebene  Platte  in  beliebiger  Richtung  ein- 
getaucht ist. 

§5- 
Die  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Gleichun- 
gen können  als  eine  erste  Näherung  für  den  Fall  betrachtet  werden, 
dass  die  Flüssigkeitsoberfläche  eine  Rotationsfläche  ist,  deren  Rota- 
tionsachse mit  der  z- Achse  zusammenfällt  und  bei  der  der  Radius  u 
für  diejenigen  Punkte,  die  in  Betracht  kommen,  sehr  gross  ist.  Man 
hat  dann,  wie  es  in  11)  geschehen  ist, 

U  =  U(^-\-  X 

zu  setzen  und  w,,  als  eine  sehr  grosse  Constante  zu  betrachten.  Eine 
zweite  Näherung  findet  man  auf  dem  folgenden  W^ege.  Die  Glei- 
chungen 4)  und  5),  um  deren  Integration  es  sich  handelt,  lassen 
sich  schreiben 

rt*  sin  &  «2  d  sin  ^ 

^  2m  ¥        du 

dz  =  tg  %-du  . 

Man  multiplicire  dieselben  mit  einander  und  forme  das  dann  auf- 
tretende Glied 

a*  sin  Q'dz 
u  ' 

welches  bei  der  ersten  Näherung  vernachlässigt  ist,  dadurch  um,  dass 


§  5.   'Rotationsfläche  von  grossen  Radien.  159 

mau  w„  für  ii  setzt  und  die  Gleichungen  benutzt,  die  bei  der  ersten 
Näherung  gelten.  Dadurch  erhält  man  eine  Gleichung,  die  integrirt 
werden  kann  und  z  als  Function  von  %-  auszudrücken  erlaubt.  Ist 
das  geschehen,  so  kann  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  4)  auch  u  als 
Function  von  ■9'  darstellen. 

Beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  für  welchen  in  erster  Nähe- 
rung die  Gleichungen  23)  gelten,  so  finden  wir  auf  dem  bezeichne- 
ten Wege 

a^  sui  %■  cos  -K  d%'  j 

zdz  -\ =— =  ^  sin  ^d^  , 

2V2U0  2  ' 

wo,  wie  auch  im  Folgenden,  von  den  Doppelzeichen  das  obere  oder 
das  untere  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  z  positiv  oder  negativ  ist. 
Durch  Integration  folgt  hieraus 

z^  =  —  a^  cos  ^  -\ r —  cos^  -  -\-  Const. 

Um  die  Constante  der  Integration  zu  bestimmen,  hat  man  zu  be- 
achten ,  dass  z  verschwinden  muss,  wenn  x  =  -{-  00  wird ,  und  dass, 
wie  aus  der  ersten  der  Gleichungen  23)  hervorgeht,  rc  ==  -f-  oo  ist, 
wenn  %■  =  2%  oder  =  0  ist,  je  nachdem  z  positiv  oder  negativ  ist. 
Bestimmt  man  hiernach  die  mit  Const.  bezeichnete  Grösse,  zieht  die 

(Quadratwurzel  und  vernachlässigt  die  höheren   Potenzen  von  — ,    so 

iindet  man   bei  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen,  welches  z  haben  soll, 


z  ==  +  a  }/2  sin 


24) 


Diese  Gleichung  kann  auf  einen  Fall  angewendet  werden,  den 
wir  in  der  vorigen  Vorlesung  betrachtet  haben,  und  auf  den  die 
(Jleichung  23)  derselben  sich  bezieht,  auf  den  Fall  nämlich,  dass 
eine  horizontale  kreisförmige  Platte  mit  ihrer  unteren  Fläche  eine 
Flüssigkeit  berührt.  Wir  setzen  von  dieser  jetzt  voraus,  dass  ihre 
Oberfläche  sich  in  die  Unendlichkeit  erstreckt,  und  nennen  u^^  den 
Radius  der  Platte,  z„  und  ■O',,  die  Werthe  von  z  und  -9^  für  u  =  w„. 
Es  haben  Zy  und  ■^^  dann  dieselbe  Bedeutung,  wie  an  dem  auge- 
führten Orte  und  die  Gleichung  24)  giebt  die  Beziehung  zwischen 
diesen  beiden  Grössen,  auf  welche  dort  hingewiesen  worden  ist. 

Wir  werden  die  Capillarerscheinungen  nicht  weiter  verfolgen 
und  bei  unseren  weiteren  Untersuchungen  auf  die  Capillarkräfte 
keine  Rücksicht  nehmen.  Bei  ihrer  Erörterung  haben  wir  keinen 
Gebrauch  von  dem  Begriffe  des  Druckes  gemacht,  der  in  den  allge- 
meinen Gleichungen  der  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  eine  wichtige 

11* 
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Rolle  spielt.  Dieser  Begriff  hat  auch  hier  seine  Bedeutung.  Bei 
einer  Flüssigkeit,  auf  welche  Capillarkräfte  wirken,  ändert  sich  der 
Druck  im  Innern  gerade  so,  als  ob  diese  Kräfte  nicht  vorhanden 
wären,  aber  unendlich  nahe  an  der  Oberfläche  ändert  er  sich  unend- 
lich schnell.  Die  Capillarkräfte,  die  auf  ein  Theilchen  wirken, 
welches  in  endlicher  Entfernung  von  der  Oberfläche  liegt,  heben  sich 
nämlich  auf,  an  der  Oberfläche  aber  geben  sie  unendlich  grosse 
Resultanten.  Hierdurch  werden  bei  der  Untersuchung  der  Oapillar- 
erscheinungen  Schwierigkeiten  herbeigeführt,  wenn  man  den  genann- 
ten Begriff  benutzen  will;  wir  haben  diese  vermieden,  indem  wir 
einen  anderen,  zuerst  von  Gauss  betretenen  Weg  eingeschlagen  haben. 


Fünfzehnte  Vorlesung. 

(Hydrodynamik.  Diflferentialgleichungen  von  Lagrange  und  von  Euler. 
Rotationen  der  Flüssigkeitstheilchen,  Wirbellinien  und  Wirbelfäden.  Ge- 
schwindigkeitspotential. Mehrwerthigea  Geschwindigkeitspotential  in  einem 
mehrfach  zusammenhängenden  Baume.) 


§  1. 
Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Hydrodynamik  und  zunächst  zu  den- 
jenigen Bewegungen  der  Flüssigkeiten,  bei  denen  die  Reibung  sich 
nicht  merklich  macht.     Wir  haben  es  hier  mit  der  Entwicklung  der 
Gleichungen  23)  und  24)  der  eilften  Vorlesung,  d.  h.  der  Gleichungen 


u,!^  —  uF  - 


dy 
dp 


in 


+  ^  (ä^  +  ä^  +  äi)  =  ö 


1) 


2) 


zu  thun  ,  zu  welchen  eine  Relation  zwischen  dem  Drucke  p  und  der 
Dichtigkeit  fi  hinzukommt. 

Wir  formen  zuerst  die  Gleichung  2)  um,  welche  ausspricht,  dass 
ein  Massenelement  bei  seiner  Bewegung  ungeändert  bleibt,  und 
welche  die  Gleichung  der  Continuiläl  genannt  zu  werden  pflegt.  Wir 
nennen  a;„,  y„,  z^  die  Coordinaten  des  materiellen  Punktes  der 
Flüssigkeit  zur  Zeit  /„,  der  zur  Zeit  t  die  Coordinaten  x,  y,  z  hat. 
Das  Verhältniss  der  Volumina,  welche  dieser  Punkt  zu  den  Zeiten  / 
und  i(^  einnimmt,  ist  dann  die  Determinante 


dcc 

dx 
dyo' 

dx 
dzo 

dy 
dxo  ' 

dy 
dy,' 

dy 
dzo 

dz 

dz 

dy,' 

dz_ 
dzü 

wie  aus  der  Gleichung  13)  der  zehnten  Vorlesung  hervorgeht,  wenn 
man  erwägt,  dass  die  Grössen,  die  in  den  Gleichungen  26)  derselben 
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Vorlesung  a,  b,  c,  genannt,  hier  mit  Xq,  y^,  Z(,  bezeichnet  sind. 
Die  Bedingung,  dass  diese  Determinante,  mit  fi  raultiplieirt,  von  t 
unabhängig  ist,  ist  hiernach  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung  2), 
Nun  sollen  a,  b,  c  irgend  welche  von  einander  unabhängige  Grössen 
bedeuten,  die  den  materiellen  Punkt,  dessen  Coordinaten  zur  Zeit  t 
X,  y,  z  sind,  bestimmen ;  es  bestehen  dann  9  Gleichungen,  von  denen 
die  übrigen  aus  der  einen 


8x 
da 


dao  dxo    I    dx  dyo^    ,    dx  dz(, 


dxo    da      '     di/o    da      '    dzo   da 

durch  Vertauschung  von  x  mit  y ,  z  oder  von  a  mit  ö,  c  hergeleitet 
In  Folge  dieser  Gleichungen  ist,  wenn 


werden  können. 


dx 
d^' 


dx 


=  D 


3) 


dx 
db  ' 

dy_       dy_ 
da'     db' 

dz       dz 
Ya'     db' 

gesetzt    wird,     nach    einem    Satze 

wir  am  Ende  des  §  2.  der  zehnten  Vorlesung  abzuleiten  Gelegenheit 

gehabt  haben, 


de 
d± 

de 

der    Determinantentheorie ,     den 


Z>  = 


dx 
dxQ  ' 

dy 

dxQ ' 

dz_ 

dx^  ' 


dx 

Wo' 

dy_ 

dyo' 

dz_ 
dyo' 


dx 
dzo 

dy 

dz^ 

dz. 


dxp 

da  ' 

dyo 
da   ' 

dzp 
da   ' 


dx„ 
db 

dyo 
db 

dZn 
db 


dxp 
de 

d}h 
de 

dzp 
de 


Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  2)  durch  die  Bedingung,   dass  ^7) 
von  t  unabhängig  ist,  d.  h.  durch  die  Gleichung 

difiD) 


dt 


0 


4) 


ersetzt  werden  kann. 

Die  Gleichungen  1)  multipliciren  wir 

mit  -^  oder  mit  ^  oder  mit 

da  ob 

dy  dy_ 

da  db 

dz  dz 

da  db 

und  addiren  sie  jedesmal;  sie  werden  dann 

dfi 


dx 
Tc 
dy 
de 
dz 
de 


/^x  _j^\d^_^/ä^  y\^_^  fä^z    _    ^\|1  ^  i|p  _  ^ 

\dt^  j  da     '     yrfr  J  da     '     ydr  J  da     '     ii  da 


+ 


/^'.V  _   y\d]i 


(d^x 


-^)t  +  {% 


§  1.    Die  hydrodyn.  Gleich,  von  Lagrange.  163 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  unter  dem  Namen  der  Lagrange- 
schen hydrodynamischen  Gleichungen  bekannt;  man  hat  bei  ihnen 
X,  y,  z,  p  sich  als  Functionen  der  unabhängigen  Variabein  a,  b,  c ,  t 
vorzustellen. 

Die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  muss  nach  §  6.  der  zehnten  Vor- 
lesung immer  aus  denselben  Theilchen  gebildet  sein.  Denken  wir 
uns  die  Gleichung  derselben  als  eine  Gleichung  zwischen  x,  y ,  z,  t, 
so  muss  daher,  wenn  man  .r,  y,  z  durch  a,  b,  c,  t  ausdrückt,  t 
herausfallen;  die  Gleichung  der  Oberfläche  muss  eine  Gleichung 
zwischen  a,  b,  c ,  sein.  Eine  zweite  Bedingung,  die  an  dieser  Ober- 
fläche, d.  h.  an  der  Fläche,  in  der  die  Flüssigkeit  einen  andern  Kör- 
per berührt,  zu  erfüllen  ist,  ergiebt  sich  aus  §  4.  der  eilften  Vorle- 
sung: ein  Element  der  Berührungsfläche  muss  von  jeder  Seite  aus 
denselben  Druck  erleiden. 

Wir  nehmen  mit  den  Gleichungen  5)  noch  eine  Aenderung  vor. 
Wir  setzen  zuerst 

P  = 


-St  «) 


a(F- 

P) 

da 

div- 

P) 

db 

dif^- 

■P) 

und  denken  uns  dieses  Integral  ausgeführt  mit  Hülfe  der  Relation, 
die  zwischen  p  und  fi  besteht,  die  untere  Grenze  beliebig  gewählt. 
Wir  machen  ferner  die  Annahme,  dass  die  Kräfte  X,  V,  Z  ein 
Potential,    V,  haben,  so  dass 

dx '  dy '  dz 

ist.     Dann  vereinfachen  sich  die  Gleichungen  5)  zu  den  folgenden 

(Px  dx    I    rf^  dy     I    ri'z  dz 
Tt^  d^  ^  lit^  da  "^  dt^'  da 

d^x  dx    .    d^  dy^    ,    d^  dz_  __  u  \'   —  ^  j  „-. 

'd^  dh^  dC^  db     '     dt^  db  db  *J 

d^x  dx    I    rf^  dy_  _i_  ^i_  dz_ 

IF  de  ~^  di^d^  ~^  'd^  de  de 

Ist  die  Flüssigkeit  incompressibel,  so  wird  die  Gleichung  4) 

und  nach  6)  kann  man  setzen 

P=-p.  9) 

§2. 
Für  die   Anwendung  ist   oft   eine  andere  Form   der   hydrodyna- 
mischen Gleichungen,   die   sogenannte  Euler'sche,  bequemer  als   die 
Lagrange'sche;   bei  ihr  hat  man  sich  die  Geschwindigkeiten  u,  v,  w 
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und    den 

Druck    p    als    Functionen    von    x,   y,   z, 

t   vorzustellen 

Man  hat 

dx                   dy                   dz 

.         ^  =  ^'    ^  =  ^>     d7  =  ^' 

■ 

also 

d^x         du         d}y         dv         d'z         dw 
dt^  ~~   dt  '      dt^         dt  '      dt^         dt  ' 

nun  bedenke  man,  dass  das  Zeichen  d  den  Zuwachs  bezeichnet,  den 
die  dahinter  stehende  Grösse,  bezogen  auf  denselben  materiellen  Punkt, 
in  dem  Zeitelement  dt  erleidet,  d.  h.  den  Zuwachs,  den  sie  erfährt, 
während  t  um  dt  wächst,  a,  b,  c  aber  ungeändert  bleiben.  Bleiben 
a,  b,  c  ungeändert,  so  wachsen  x,  y,  z  resp.  um  udt,  vdt,  wdl, 
wenn  t  um  dt  zunimmt;  hieraus  folgt 


du        du    ,        du    ,        du     ,        du 

cy    '        dz 


dt        dt    '        dx    '        dy    ' 


und  es  gelten  die  Gleichungen,  die  aus  dieser  entstehen,  wenn  man 
unter  den  Differentiationszeichen  u'  gegen  v  oder  iv  oder  ft  vertauscht. 
Führt  man  auch  hier  die  durch  6)  definirte  Grösse  P  und  die  Vor- 
aussetzung ein,  dass  die  wirkenden  Kräfte  das  Potential  V  haben,  so 
werden  hiernach  die  Gleichungen  1)  und  2) 

du    ,       du    ,       du    ,        du        d  {f^ — P) 

dt     '     .   ox    '        dy  dz  dx 

dv    .        dv    ,        dv    .        dv        d{V—P)  ,^, 

Tt  +  '^Tx+^dy+'^Tz^^  -- a7"-  ^  0) 


dw    ,        dw    ,        dw    I        dw       d  {y  —  P) 

dt    '        dx    *       dy  dz  dz 


und 


^  _L  ^  Ci^")  _i_  ^((^")  _i_  ^((^^) n  1 1  \ 

dt  ~^     dx     "•"     dy     "^     dz     ~~^  '  ^^) 

Für  ein  Element  der  Fläche,  in  der  die  Flüssigkeit  einen  andern 
Körper  berührt,  gilt  nach  Gleichung  32)  der  zehnten  Vorlesung  die 
Bedingung,  dass  die  Componente  der  Geschwindigkeit  nach  der 
Normale  für  beide  Körper  denselben  Werth  hat,  und  zu  dieser  tritt 
wieder  die  zweite  hinzu,  dass  das  Element  von  jeder  Seite  her  den- 
selben Druck  erleidet. 

Ist  die  Flüssigkeit  incompressibel ,  so  erhält  P  auch  hier  den 
durch  9)  bestimmten  Werth  uud  die  Gleichung  11)  wird 

?^  +  |  +  K  =  0-  12) 

§3- 

Wir  haben  in  der  zehnten  Vorlesung  gesehn,  dass  die  Verände- 
rung, welche  ein  unendlich  kleiner  Theil  eines  Körpers  bei  seiner 
Bewegung  erfährt,  zusammengesetzt  ist  aus  einer  Verschiebung,  einer 


2^  =  1^ 
dy 

az 

2y  —  ^" 

dw 

dx 

2^    =    ^ 

du 

dy 
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Drehung  und  einer  Ausdehnung  gewisser  Art,  und  haben  in  28) 
Ausdrücke  für  die  Componenten  der  Drehungsgeschwindigkeit  aufge- 
stellt. Nennen  wir  n,  %,  q  diese  Componenten,  so  ist,  wie  wir  dort 
gefunden  haben 


13) 


Wir  wollen  jetzt  in  Bezug  auf  die  Drehung  der  Flüssigkeitstheilchen 
gewisse  Sätze  ableiten,  welche  gelten,  sobald  die  wirkenden  Kräfte 
ein  Potential  haben,  und  welche  von  Helmholtz*)  entdeckt  worden 
sind.  Wir  gehen  von  den  Gleichungen  7)  aus  und  führen  in  diese 
die  Geschwindigkeiten  u,  v,   iv  ein;  dadurch  werden  sie 

du  dx    |_  dv  dy    I    dw  dz  d  [V  —  P) 

Tt  da  '  dl.  da  ~^  dl  da 
du  dx  f^  dv  dy  i^  dw  dz 
Tt  db  ^  'dl  db  '^  ~dt  db 
du  dx-.  dv  dy  |_  dw  dz 
Tt  Je '^  dl  d~c  '^  in  de 

Aus  je  zweien  von  ihnen  kann  man  V  —  P  eliminiren.  Difterentiirt 
man  die  zweite  nach  c,  die  dritte  nach  h  und  zieht  beide  von  einan- 
der ab,   so  erhält  man    eine  Gleichung,   die   nach  t  integrirt  werden 

kann,   da  in  Folge  der  Gleichung  u  =  -rr 


d_ 
de 


/du  dx\         d    (du  dx\  d   /du  dx        du  dx\ 

\di  db)         Jb  \Tt  Je)  ~  dt  [^  Wb  ~  db  Fe) 


ist  und  die  beiden  Relationen  bestehn,  die  aus  dieser  hervorgehn, 
wenn  man  u  und  x  mit  v  und  y  oder  w  und  z  vertauscht.  Aus 
dieser  einen  integrabeln  Gleichung  erhält  man  zwei  andere,  wenn 
man  a,  h,  c  cyklisch  vertauscht.  Bezeichnet  man  durch  Ä,  B',  C 
drei  von  t  unabhängige  Grössen,  so  hat  man  daher 


du  dx 

du  dx  j^  dv  dy 
~  dhd^  ~^  d^db  ' 

dv  dy 

de  db 

db  de 

.    dw  dz 
""    de  db 

dw  dz 
db  de 

=  2Ä 

du  dx 

du  dx    1^  dv  dy 
de  da     *    da  de 

dv  dy 

da  de 

de  da 

,    dw  dz 
"^  da  de 

dw  dz 
de  da 

=  2  ff 

du  dx 

du  dx    .    dv  dy 
da  db  ~^  db  da  ' 

dv  dy 

db  da  ■ 

da  db 

,    dw  dz 

dw  dz 

=  2C' 

14) 


*)  Borchardfs  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,    Bd.  55. 
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Diese  Gleichungen   lassen   sich,    auf   eine   einfachere  Form   bringen. 

Zu  diesem  Zwecke  multipliciren  wir  sie   zuerst  mit  -r^  ,  ^ ,  J^   und 

■^  da'  db'  de 

addiren  sie.  Die  Glieder,  welche  u  enthalten,  heben  sich  dann  fort; 
die  Glieder,  welche  von  v,  und  diejenigen,  welche  von  iv  abhängen, 
ziehen  sich  zusammen,  wenn  man  die  Differentialquotienten  von  a,h,  c 
nach  X,  y,  z  in  die  Rechnung  einführt.  Wir  denken  uns  die  Glei- 
chungen, welche  x,  y,  z  als  Functionen  von  a,  h,  c,  t  darstellen, 
nach  a,  b,  c  aufgelöst,  so  dass  diese  Grössen  als  Functionen  von 
X,  y,  z,  (  erscheinen.  Wir  bezeichnen  durch  da,  db,  de  und  dx,  dy,  dz 
entsprechende  Aenderungen,  welche  a,  b,  c  und  x,  y,  z  erleiden, 
während  i  ungeändert  bleibt;  die  Gleichungen 

7  do.    j        I     da    j        I     da    j 

da  ^=  ^^  dx  -\-  y^  dy  -{-  ^^  dz 

ox  '    dy     ^    '    dz 

ji  8b    ,        I    db     ,       i    db    j 

db  =  „-  dx  -4-  7^  dy  4-  -^-  dz 
dx  dy     '^    '.  dz 

■,  de   j       i    de   j       i    de   j 

de  =  w-  dx  4-  ^-  dy  4-  ^-  dz 

dx  '    dy     '^     '    dz 

sind  dann  die  Auflösungen  der  Gleichungen 

dx  =  7^  da  4-  7^  db  4-  ~  de 

da  ^    db  '    de 

"V^liäa  +  Uäb  +  I^dc 


Hieraus  folgt 


da  .  '    db 

7  Sz    ,      I    dz   j,    ,    dz  j 

dz  =  7^  da  4-  ^  db  4-^  de 

da  '     db  '     de 


da 1_  /dx  dy_ dy^  dx\ 

dz         1)  \db  Je         Jb  de) 

db  J^  /dx  dy  dy^  dx\ 

dz  D   \de  da  de  da) 

JL  /^  ^ ^  ^J2\ 

D   [^  db         da  db)  ' 


dz 


wo  D  die  in  3)  angegebene  Bedeutung  hat.  Hiemach  sind  die  Glie- 
der, welche  v  enthalten,  in  der  Gleichung,  die  wir  aus  den  Glei- 
chungen 14)  zu  bilden  beschäftigt  sind, 


dv 
da 

da 

dl 

■  dv  db 
'  db  dz 

dz 

+ 

dv 

de 

de 

dz 

d.  h. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  das  von  w  abhängige  Glied  derselben 
Gleichung 

^dy' 


elf 

+ 

^ll. 

+ 

'^ff) 

(4-f 

+ 

*ff 

+ 

-ff) 

{^t 

+ 

^ll 

+ 

^!l) 
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so  dass  ihre  linke  Seite  ist 

^  (li  ~  Ir)  '  °^®^  ^^^^  ^^^  ~  ^^^  • 

Setzen  wir  noch 

Ä  =  —  A^D  ,       B'  =  —  BiiD,       C  =  —  Ciil), 

wobei  dann  auch  A,  B ,  C  drei  von  t  unabhängige  Grössen  bedeuten, 
da  nach  4)  das  Product  ^D  von  t  unabhängig  ist,  und  fügen  der 
gebildeten  Gleichung  die  beiden  hinzu,  die  aus  ihr  entstehen,  wenn 
man  für  x  und  ii  setzt  ij  und  %  oder  z  und  q,  so  erhalten  wir 

TT  =  ft 

Wir  haben  unter  a,  h,  c  irgend  welche  Grössen  verstanden,  welche 
ein  Flüssigkeitstheilchen  bestimmen;  bei  der  Discussion  der  Glei- 
chungen 15)  wollen  wir  annehmen,  dass  a,  b,  c  die  Coordinaten 
sind,  welche  ein  Theilchen  im  Augenblicke  ^  =  0  hat,  also  die 
Werthe,  welche  x,  y,  z  im  t  =  0  besitzen.  Die  Grössen  A,  B,  C 
haben  dann  eine  leicht  angebbare  Bedeutung;   sie   sind   die  Werthe, 

welche  ^ ,  ^ ,  —  ,   für  t  =  Q  haben.     Daraus   fliesst  zunächst    diese 

Folgerung:  Wenn  ein  Flüssigkeitstheilchen  im  Augenblick  ^  =  0 
nicht  rotirt,  wenn  also  für  dasselbe  in  diesem  Augenblicke  n,  %,  q 
gleich  Null  sind,  so  müssen  für  dasselbe  A,  B,  C,  also  nach  15) 
n,  Xf  Q  zu  jeder  Zeit,  verschwinden;  ein  Flüssigkeitstheilchen,  wel- 
ches einmal  nicht  rotirt,  rotirt  niema/s. 

Ein  anderer  Schluss,  der  aus  den  Gleichungen  15)  gezogen  werden 
kann,  ist  der  folgende.  Es  seien  a,  b,  c  und  aA^  da,  b  -^  db,  c  -\-  de 
die  Anfangscoordinaten  zweier  unendlich  naher  Theilchen,  x,  y,  z 
und  X  -^  dx,  y  -\-  dy ,  z  -\-  dz  also  die  Coordinaten  derselben  Theil- 
chen zur  Zeit  /;  da,  db,  de  sollen  so  gewählt  sein,  dass 

da:db:de  =  A'.B:C 

ist,  also  so,  dass  für  t  ==0  die  Verbindungslinie  der  beiden  Theilchen 
mit  der  Drehungsachse  an  ihrem  Orte  zusammenfällt.  Diese  Doppel- 
proportion ist  gleichbedeutend  mit  den  Gleichungen 

da==A£,     db==Bs,     de==Cs, 

wo  B  eine  unendlich  kleine,  von  l  unabhängige  Grösse  bedeutet. 
Setzt  man  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  von  A,  B,  C  in  die 
Gleichungen  15),  so  werden  diese 
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d.  h.  es  ist 

dx  :  dy  :  dz  =  n  '.  X  :  Q  . 

Hierdurch  ist  ausgesprochen,  dass  die   Verbindungslinie  der  beiden 
betrachteten  Theilchen  immer  mit  ihrer  Drehungachse  zusammenfällt. 
Bezeichnen    wir     mit    k    die    Drehungsgeschwindigkeit,     d.    h. 
setzen  wir 


so  geben  die  Gleichungen  16) 

k  =  ^Ydx"^  +  dy"^  +  dz^  ,  17) 

d.  h.  die  Drehungsgeschwindigkeit  ändert  sich  mit  der  Zeit  so,  dass 
sie  proportional  mit  dem  Producte  aus  dem  Abstände  der  beiden 
Theilchen  in  die  Dichtigkeit  bleibt. 

Den  durch  die  Gleichungen  16)  und  17)  ausgesprochenen  Sätzen 
wollen  wir  noch  eine  andere  Form  geben.  Wir  denken  uns  in 
einem  Augenblicke,  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Flüssigkeit 
ausgehend,  eine  Linie,  deren  Richtung  überall  übereinstimmt  mit 
der  Richtung  der  Drehungsachse  der  Theilchen,  die  sie  eben  trifft; 
eine  solche  Linie  nennen  wir  mit  Helmholtz  eine  Wirbellinie.  Die 
Gleichungen  16)  sagen  dann  aus,  dass  alle  Flüssigkeitsth eilchen, 
welche  in  einem  Augenblicke  auf  einer  Wirbellinie  liegen,  zu  jeder 
Zeit  auf  einer  solchen  sich  befinden.  Wir  können  hiernach  von 
den  Aenderungen  reden,  die  eine  Wirbellinie  mit  der  Zeit  erfährt, 
indem  wir  festsetzen,  dass  eine  Wirbellinie  immer  durch  dieselben 
Flüssigkeitstheilchen  geht. 

Um  den  in  der  Gleichung  17)  bewiesenen  Satz  auf  eine  neue 
Weise  auszusprechen,  definiren  wir  noch  einen  Ausdruck.  Unter 
einem  Wirhelfaden  verstehen  wir  einen  unendlich  dünnen  Faden, 
welcher  aus  der  Flüssigkeit  durch  die  Wirbellinien  ausgeschnitten 
wird,  die  durch  die  Punkte  des  Umfanges  einer  unendlich  kleinen 
Fläche  gehen.  Wir  können  von  den  Aenderungen  sprechen,  die  ein 
Wirbelfaden  mit  der  Zeit  erleidet,  indem  wir  festsetzen,  dass  ein 
Wirbelfaden  immer  dieselben  Flüssigkeitstheilchen  enthält.  Wir  be- 
trachten ein  unendlich  kurzes  Stück  eines  Wirbelfadens  und  nennen 
/  seine  Länge,  q  seinen  Querschnitt;  ^ql  ist  dann  seine  Masse  und 
ändert  sich  also  mit  der  Zeit  nicht;  nach  17)  ist  aber  die  Drehungs- 
geschwindigkeit k  dieses  Stückes  mit  ^l  proportional;  daraus  folgt, 
dass  q  k  constant  ist,  dass  also  das  Produkt  aus  der  Drehungsge- 
schwindigkeit in  den  Querschnitt  eines  unendlich  kurzen  Stückes 
eines  Wirbelfadens  mit  der  Zeit  sich  nicht  ändert. 


§  3.     Wirbelbewegungen.  ]69 

Wir  beweisen  noch  eine  Eigenschaft  desselben  Productes  qk. 
Es  sei  dt  ein  Element  des  Volumens  eines  beliebigen  Theiles  der 
Flüssigkeit,  ds  ein  Element  der  Oberfläche  dieses  Theiles  und  n  die 
nach  seinem  Innern  gerichtete  Normale  von  ds.  Nach  einem  von 
uns  schon  vielfach  benutzten  Satze  ist  dann 

P^  ($x  +  11+17)^"/^*  ^'^  ^°^  {n^)-\-X  cos  {ny)-\-Q  cos  {nz)) 

oder        =  —  /  dsk  cos  {kn)  ,  18) 

wenn  wir  durch  k  gleichzeitig  die  Richtung  der  Drehungsachse  und 
die  Grösse  der  Drehungsgeschwindigkeit  bezeichnen.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  aber,  dass  der  Factor  von  dt,  mithin  das  Integral 
auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  18)  verschwindet;  es  ver- 
schwindet also  auch  das  Integral  auf  ihrer  rechten  Seite.  Diesen 
Satz  wenden  wir  auf  einen  Theil  eines  Wirbelfadens  an,  der  durch 
zwei  zu  seiner  Länge  senkrechte  Querschnitte  begrenzt  ist;  q  und  q' 
seien  die  Grössen  dieser  beiden  Querschnitte,  A-'  und  W  die  ent- 
sprechenden Werthe  der  Drehungsgeschwindigkeit;  für  den  einen 
der  beiden  Querschnitte  ist 

cos  {kri)  ==!  1  , 
für  den  andern  =  —  1  , 

während  für  alle  anderen  Theile  der  Oberfläche  dieser  Cosinus  ver- 
schwindet.    Der  bewiesene  Satz  giebt  daher 

q  k'  =  q  k"  . 
Das  Product    aus    der  Drehungsgeschwindigkeit    in  den  Querschnitt 
eines  Wirbelfadens,   welches  für   denselben  Theil  sich  mit  der  Zeit 
nicht  ändert,  ist  in  demselben  Augenblick  auch  für  alle  seine  Theile 
dasselbe. 

Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass  ein  Wirbelfaden  im  Innern  der 
Flüssigkeit  nicht  aufhören  kann.  Ein  Wirbelfaden  endigt  entweder 
in  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  oder  läuft  in  sich  zurück. 

§  4. 

Wenn  alle  Theilchen  der  betrachteten  Flüssigkeit  in  einem 
Augenblicke  nicht  rotiren,  so  rotiren  sie  nach  einem  der  im  vorigen 
Paragraphen  bewiesenen  Sätze  niemals;  immer  und  überall  ist  dann 
in  Folge  der  Gleichungen  13) 

dv  dw       dw du       du  dv 

dz        dy  "*     dx        dz  '     dy        dx 

Diese  Gleichungen  bilden  die  Bedingung  dafür,  dass  es  eine  Func- 
tion von  X,  y,  z,  t  giebt,  die  wir  durch  qp  bezeichnen  wollen,  die 
die  Eigenschaft  hat,  dass 
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Sqp  dcp  dcp 

öx  dy  dz  ^'^J 

ist.  Diese  Function  (p  ist  von  Helmholtz  mit  dem  Namen  Geschwin- 
dig keitspoteniial  belegt.  Wenn  die  Bewegung  vollkommen  bestimmt 
ist,  also  u,  V,  IV  bestimmte  Functionen  von  x,  y,  z,  t  sind,  so  ist 
das  Geschwindigkeitspotential  noch  nicht  vollkommen  bestimmt;  in 
seinem  Ausdrucke  bleibt  eine  additive  Function  von  t  willkührlich, 
da  die  Gleichungen  19)  die  einzigen  sind,  denen  q)  zu  genügen  hat, 
und  aus  denen  es  zu  berechnen  ist. 

Setzt  man  die  Werthe  von  n,  v,  w  aus  19)  in  die  Euler'schen 
Gleichungen  10),  multiplicirt  dieselben  mit  dx,  dy,  dz  und  addirt 
sie,   so   erhält   man  eine  integrable  Gleichung  und  durch  Integration 


1 


+  i(0'  +  (|f/  +  (^l/)  +  c., 


V  —  P=  - 


wo  C  eine  Grösse  bedeutet,  die  von  x,  y,  z  unabhängig  ist,  aber 
von  t  abhängen  kann.  Differentiirt  man  diese  Gleichung  partiell 
nach  Xf  y  oder  z,  so  kommt  man  in  der  That  zu  den  Gleichungen, 
die  aus  10)  durch  19)  entstehen.  Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beein- 
trächtigen, kann  man  die  Grösse  C  ==  0  setzen,  so  dass  man  hat 

?+i(0V(|ff  +  (|ff).  .20) 

indem  man  über  die  additive  Function  von  t,  die  in  (f  vorkommt, 
passend  verfügt  denkt;  dadurch  wird  dann  für  einen  bestimmten 
Fall  g?  bestimmt  bis  auf  eine  additive,  sowohl  von  /,  als  von  x,  y,  z 
unabhängige  Grösse,  die  willkührlich  bleibt;  vorausgesetzt,  dass  V 
vollständig  gegeben  ist,  dass  also  über  die  additive,  willkührliche 
Function  von  t  verfügt  ist,  die  in  seinem  Ausdrucke  vorkommt, 
wenn  nur  die  wirkenden  Kräfte  gegeben  sind. 

Die  Gleichung  der  Continuität  in  der  Euler'schen  Form,  die 
Gleichung  11)  nämlich,  wird  durch  Einführung  des  Geschwindig- 
keitspotentials 


dt~^  '     dx         '         dy        "T"       dz  '  '"  '  ' 


21) 


Das  Geschwindigkeitspotential  cp  ist  nicht  immer  eine  einwer- 
thige  Function  von  x,  y,  z,  t]  es  kann  vielwerthig  sein,  aber  nur 
unter  einer  gewissen  Bedingung,  und  auch  dann  nur  in  gewisser 
Weise,  Wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Gesetzt  tp'  und  q/'  seien  zwei  Werthe  von  (p  für  ein  Werth- 
system  von  x,  y,  z,  t\  die  Differenz  q)  —  (p"  muss  dann  ungeändert 
bleiben,  wenn  bei  ungeändertem  t  der  Punkt  {x,  y,.z')  stetig  in  der 
Flüssigkeit    verrückt    wird    und    für   (p    und    cp"    immer    diejenigen 
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Werthe  von  ^  genommen  werden,  die  sich  stetig  an  einander 
sehliessen;  es  müssen  nämlich  die  Differentialquotienten  nach  x,  y,  z 
von  cp  und  q>"  einander  gleich  sein,  da  sie  die  Geschwindigkeiten 
ti ,  y,  w  sind.  Wenn  das  Potential  der  wirkenden  Kräfte,  V,  ein- 
werthig  ist,  so  kann  jene  Differenz  (p  —  cp"  auch  mit  der  Zeit  sich 
nicht  ändern;  denn,  da  P  nach  seiner  in  6)  gegebenen  Definition, 
wie  p   und  ^,    einwerthig   ist,    so    folgt    dann    aus    20),    dass   auch 

-—  nur  eineji  Werth  haben  kann. 

Oi 

Wir  haben  nun  noch  die  Bedingung  aufzusuchen,  unter  der 
eine  Vielwerthigkeit  von  cp  stattfinden  kann;  da  (p  —  cp"  von  der 
Zeit  und  vom  Orte,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  unabhängig  ist, 
vorausgesetzt,  dass  die  ganze  betrachtete  Flüssigkeit  eine  zusammen- 
hängende ist,  so  brauchen  wir  nur  festzustellen,  unter  welcher  Be- 
dingung diese  Differenz  in  einem  Augenblicke  und  in  einem  Punkte 
von  Null  verschieden  sein  kann.  Einot  Werth  von  cp  können  wir 
hier  beliebig  wählen  wegen  der  additiven  Constanten,  die  in  cp  will- 
kührlich  geblieben  ist;  wir  setzen  ihn  ==  0,  und  haben  dann  zuzu- 
sehu,  ob  hier  cp  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben  kann. 
Für  einen  Punkt  {x,  y,  z),  der  von  dem  gewählten  verschieden  ist, 
(und  für  den  betrachteten  Augenblick.)  finden  wir  einen  Werth  von 
9?,  indem  wir  ihn  mit  diesem  durch  eine  beliebige  Linie,  die  nur  nicht 
die  Grenze  der  Flüssigkeit  überschreiten  darf,  verbinden  und  über 
diese  Linie  das  Integral 


y 


{udx  -[-  vdy  Ar  ivdz)  22) 


ausdehnen.  Lassen  wir  diese  Linie  bis  zu  dem  ursprünglich  gewählten 
Punkte  zurücklaufen,  so  kann  das  Integral  22)  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  von  cp  für  denselben  Punkt  geben;  ist  das  der 
Fall,  so  ist  cp  mehrwerthig;  ist  aber  das  Integral  22)  für  alle  Linien 
der  bezeichneten  Art  =0,  so  ist  cp  einwerthig.  Denken  wir  uns 
nun,  dass  eine  solche  Linie  stetig  in  eine  andere  übergeführt  werde, 
ohne  dass  bei  einer  Zwischenlage  die  für  sie  angegebenen  Bedingungen 
verletzt  werden;  das  betrachtete  Integral  ändert  sich  dabei  stetig 
oder  gar  nicht;  der  erste  Fall  kann  nicht  eintreten,  da  eine  m£hr- 
werthige  Function  für  ein  Werthsystem  ihrer  Argumente  eine  Reihe 
von  stetig  sich  aneinander  schliessenden  Werthen  nicht  darbieten 
kann;  das  Integral  ändert  sich  also  gar  nicht.  Ist  die  Linie  unend- 
lich klein,  so  ist  das  Integral  Null;  es  ist  daher  für  jede  Linie  Null, 
die  sich  in  der  bezeichneten  Weise  in  eine  unendlich  kleine  über- 
führen lässt.  Das  Resultat  dieser  Schlüsse  ist,  dass  das  Geschwindig- 
keitspotential einwerthig  sein  muss,  wenn  eine  jede  geschlossene 
Linie,  die  in  der  Flüssigkeit  in  einem  Augenblicke  durch  einen 
Punkt  gezogen   werden  kann,   sich  stetig  und  ohne  aus  der  Flüssig- 
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keit  herauszutreten  in  diesen  Punkt  zusammenziehen  lässt.  Ob 
diese  Bedingung  erfüllt  ist,  hängt  von  der  Gestalt  des  Raumes  ab, 
den  die  Flüssigkeit  einnimmt.  Man  nennt  einen  Raum,  für  den  sie 
erfüllt  ist,  einen  einfach  zusammenhängenden.  Dieser  Name  beruht 
auf  einer  andern  Eigenschaft  eines  solchen  Raumes,  die  mit  der 
angegebenen  nothwendig  verbunden  ist,  auf  der  Eigenschaft,  durch 
jeden  Querschnitt  in  zwei  getrennte  Theile  zu  zerfallen.  Unter  einem 
Querschnitt  ist  dabei  eine  Fläche  zu  verstehen,  die  ganz  im  Innern 
des  Raumes  liegt,  sich  selbst  nicht  schneidet  und  vollkommen  be- 
grenzt ist  durch  ihren  Schnitt  mit  der  Oberfläche  des  Raumes.  Ein 
Beispiel  eines  einfach  zusammenhängenden  Raumes  ist  eine  volle 
Kugel  oder  eine  Kugel,  aus  der  eine  kleinere  ausgeschnitten  ist. 
Das  zweite  Beispiel  soll  darauf  aufmerksam  machen,  dass  ein  ein- 
fach zusammenhängender  Raum  nicht  durch  eine  zusammenhängende 
Fläche  begrenzt  zu  sein  braucht.  Einem  einfach  zusammenhängenden 
Räume  steht  gegenüber  ein  zweifach,  dreifach  überhaupt  mehrfach 
zusammenhängender.  Ein  zweifach  zusammenhängender  Raum  ist  ein 
solcher,  der  durch  einen  passend  gewählten  Querschnitt  in  einen 
einfach  zusammenhängenden  verwandelt  wird;  ein  dreifach  zusammen- 
hängender kann  durch  einen  Querschnitt  zu  einem  zweifach  zusammen- 
hängenden gemacht  werden,  u.  s.  f.  Ein  Beispiel  eines  zweifach 
zusammenhängenden  Raumes  bildet  ein  Ring  oder  eine  Kugel,  aus 
der  ein  Ring  ausgeschnitten  ist.  Es  ist  hier  nicht  erforderlich,  den 
Begriff  des  Zusammenhangs  eines  Raumes  allgemein  mit  Strenge 
zu  begründen  und  dabei  den  Nachweis  zu  führen,  dass  immer  die 
beiden  für  einen  einfach  zusammenhängenden  Raum  angegebenen 
Merkmale  mit  einander  verbunden  sind;  in  den  einfachen  Fällen,  in 
denen  wir  von  jenem  Begriff  Gebrauch  zu  machen  haben  werden, 
ist  er  der  Anschauung  unmittelbar  zugänglich. 


Secliszelinte  Vorlesung. 


(Incompressible  Flüssigkeiten.  Potential  von  Massen ,  die  in  Punkten  con- 
centrirt,  oder  in  einem  Räume  oder  in  einer  Fläche  stetig  verbreitet  sind. 
Potential  einer  Doppelschicht.  Der  Green'sche  Satz.  Darstellung  einer  Func- 
tion F,  die  in  einem  Räume  der  Gleichung  J  F  =  0  genügt  und  mit  ihren 
ersten  Differentialquotienten  einwerthig  und  stetig  ist,  durch  die  Summe  der 
Potentiale  einer  einfachen  Massenschicht  und  einer  Doi^pelschicht  in  der  Ober- 
fläche des  Raumes.  Bedingungen,  welche  zur  Bestimmung  von  F  genügen. 
Stromlinien  und  Stromfäden.  Fall,  dass  der  zu  betrachtende  Raum  sich  in  die 
Unendlichkeit  erstreckt.  Mehrwerthige  Lösungen  der  Gleichung  z/qp  ==  0. 
Massenpotentiale ,  die  nur  von  zwei  Coordinaten  abhängig  sind.) 


§   1. 

.Wir  werden  uns  jetzt  mit  der  Bewegung  einer  incompressibeln 
Flüssigkeit  unter  der  Voraussetzung,  dass  ein  Geschwindigkeits- 
potential existirt,  beschäftigen.  Die  Gleichung  21)  der  vorigen 
Vorlesung,  die  für  dieses  gilt,  geht  für  eine  incompressible  Flüssig- 
keit über  in 

Mit    den  Lösungen  dieser   partiellen  Differentialgleichung,    die    wir 
der  Kürze  wegen 

^(p  =  0  1) 

schreiben  wollen,  werden  wir  es  hier  zu  thun  haben.     Wir  leiten 
zuerst  gewisse  Eigenschaften  der  eimverlhigcn  Lösungen  derselben  ab. 
Ist  r  die   Entfernung  des  Punktes  (o:,  y,  z)  von  einem  Punkte 
(«,  h,  c),  d.  h.  ist 


r  =  ^(^  __  af  +  (y  -  by  -{- {z  -  cf 
und  7)1  eine  Constante,  so  ist 

7  2) 

eine  particuläre  Lösung  der  Gleichung  1);  denn  es  ist 

Kirchhoff,  Mechanik.  12 
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aA 

r          a  —  X 
dx              r' 

d^- 

r   _^{a  —  xf          1 

3  a;*          "         r''               r' 

r          b  —  y 
dy              r^ 

a^A 

^  _  3  (*  -  2/)'         1 
dy^          *           r^               r^ 

aA 

r          c  —  z 

dz    ~      r» 

a«A 

q    (c-z)^           1 

also  z;  A  ==  0 

mithin  auch  ^  ~  ==  0  . 

Wir  wollen,  wie  wir  es  früher  gethan  haben,  den  Ausdruck  2) 
das  Potential  der  Masse  m  in  Bezug  auf  den  Punkt  (a;,  y,  z)  nennen, 
dabei  aber  eine  Masse  als  positiv  oder  negativ  annehmen.  Dieses 
Potential  ist  stetig  im  ganzen  Räume  mit  Ausnahme  des  Punktes, 
in  dem  die  Masse  sich  befindet,  wo  es  unendlich  wird.  In  der 
Unendlichkeit  werden  das  Potential  und  seine  Differentialquotienten 
unendlich  klein.  Nennen  wir  dasselbe  U  und  bezeichnen  durch  B 
der  Grösse  und  Richtung  nach  die  Linie,  die  vom  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  nach  dem  Punkte  (x,  y ,  z)  gezogen  ist,  so  nähern 
sich,  wenn  11  ins  Unendliche  wächst,  die  Grössen 

RV,  R'^f,  i^^l^,  7?2|^, 

'  dx  ^  dy  ^  dz  \ 

den  Werthen     m ,   —  m  cos  {Rx) ,  —  m  cos  {Ry) ,    —  m  cos  (Äz) , 

vorausgesetzt,  dass  der  Punkt  {a,  h,  c)  ebenso  wie  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  im  Endlichen  liegen. 

Die  Gleichung  1)  ist  linear  und  homogen;  daraus  folgt,  dass 
eine  Summe  von  Lösungen  wieder  eine  Lösung  derselben  ist;  es  ist 
also  auch 

'srim 

eine  Lösung,  wo  die  einzelnen  Glieder  der  Summe  sich  durch  ver- 
schiedene Werthe  von  a,  b,  c  und  m  unterscheiden.  Wir  werden 
diesen  Ausdruck  das  Potential  der  Massen  m,  die  in  den  Punkten 
(a,  b,  c)  liegen,  zu  nennen  haben.  Es  ist  überall  stetig,  ausser  in 
diesen  Punkten,  wo  es  unendlich  ist.  Bezeichnen  wir  es  durch  U 
und  lassen  dem  Buchstaben  R  die  Bedeutung,  in  der  wir  ihn  eben 
gebraucht  haben,  so  nähern  sich,  wenn  R  ins  Unendliche  wächst, 
die  Grössen 

RU;  7?2^,  i?2|^,  Ä^l^ 

dx  '  dy  '  dz 

den  Werthen 

^^;«,  — cos  (ßa;)  '^ m  ,  — cos  (Ry)  '^ m ,  — cos  {Rz)  ^w.  3) 
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§2. 

Wir  werden  mm  das  Potential,  ^,  von  Massen  betrachten, 
die  einen  Raum  stetig  erfüllen;  dx  sei  ein  Element  dieses  Raumes, 
k  die  Dichtigkeit  in  ihm  und  ;•  seine  Entfernung  vom  Punkte 
{x,  y,  z),  so  dass 


U 


/kdr  ,. 


Für  alle  Punkte  {x,  y,  z),  die  ausserhalb  des  mit  Masse  erfüllten 
Raumes,  in  nicht  verschwindender  Entfernung  von  seiner  Oberfläche 
liegen,  verhrdt  sich  dieses  Potential,  wie  das  vorher  betrachtete;  es 
genügt  nämlich  der  Gleichung  1),  ist  überall  stetig,  und,  wenn  der 
Punkt  (x,  y,  z)  in  die  Unendlichkeit  rückt,  so  behalten  die  Aus- 
drücke 3)  ihre  Bedeutung,  falls  man  Um  durch  fkdt  ersetzt.  Aber 
auch  in  dem  mit  Masse  erfüllten  Räume  ist  ü  eine  stetige  Function 
von  Xj  y,  z]  die  freilich,  wie  wir  später  sehen  werden,  der  Glei- 
chung 1)  nicht  genügt.  Führt  man  nämlich  statt  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  a,  h,  c,  nach  denen  zu  integriren  ist,  Polarcoordinaten 
ein,  indem  man  setzt 

a  =  X  -\-  1^  sin  d^  cos  iv 

ö  ==  y  -|-  r  sin  '9'  sin  w 

c  =  z  -\-  r  cos  d- , 


so 


wird 


dr  ==  r'^dr  sin  Q-d&dw 
und  U=  f  f  f  kr dr  sin  d-  d&  dw  . 

Die  untere  Grenze  von  r  ist  Null,  wenn  der  Punkt  {x,  y,  z)  inner- 
halb des  Raumes  liegt,  dem  dt  angehört,  von  Null  verschieden  im 
entgegengesetzten  Falle  und  dann  endlich  oder  unendlich  klein,  je 
nachdem  der  gedachte  Punkt  in  endlicher  oder  unendlich  kleiner 
Entfernung  von  der  Oberfläche  dieses  Raumes  sich  befindet.  Da 
aber  die  mit  den  Differentialen  drdd-div  multiplicirte  Grosse  für 
unendlich  kleine  Werthevon  r  nicht  unendlich  gross  wird,  so  hat 
U  in  allen  diesen  Fällen  einen  angebbaren,  endlichen  Werth  und 
ändert  sich  immer  stetig,  wenn  der  Punkt  {x^  y,  z~)  verrückt  wird. 
Wir  wollen  nun  einen  der   ersten   Dififerentialquotienten  von  U 

untersuchen  und  wählen  hierzu  ^-  •     Es  ist 

dz 


cz       ^J        dz 


dx 


oder,  da  r,  also  auch  -,  eine  Function  von  z  —  c  ist, 

12* 


176  Sechszehnte  Vorlesung 

^-  =  —    f   k  '^-  dt 
dz  ^         de 


also  auch 
oder  endlich 


dt 


du 
dz 


wenn  ds  ein  Element  der  Oberflüche  des  mit  Masse  erfüllten  Raumes, 
n  die  nach  dem  Innern  dieses  gerichtete  Normale  von  ds  bedeutet. 
Das  zweite  der  in  der  Gleichung  5)  vorkommenden  Integrale  ist  ein 
Potential  von  derselben  Art,  wie  U,  nur  ist  die  Dichtigkeit  der  Masse, 

von  der  es  herrührt,  im  Punkte  («r,  b,  c)  nicht  k,  sondern  ,^  5    das 

erste  können  wir  bezeichnen  als  das  Potential  einer  Masse,  die  auf 
der  Flüche,  der  ds  angehört,  mit  der  Dichtigkeit  k  cos  {nz)  ausge- 
breitet ist;  wir  gebrauchen  dabei  das  Wort  Dichtigkeit  in  einer 
andern  Bedeutung  als  bisher. 

Es  sei  V  das  Potential  in  Bezug  auf  den  Punkt  {x,  y ,  c)  einer 
Masse,  die  mit  der  Dichtigkeit  h  auf  einer  Flüche,  deren  Element 
ds  ist,  verbreitet  ist,  so  dass 

r=/-^.  6) 

Es  soll  h  endlich  sein  und  sich  stetig  auf  der  Flüche  ändern,  diese 
endliche  Dimensionen  haben  und  nirgends  eine  unendlich  grosse 
Krümmung  besitzen.  Wir  wollen  beweisen,  dass  auch  für  Punkte, 
die  unendlich  nahe  an  der  Flüche  liegen,  V  endlich  ist  und  keinen 
Sprung  erleidet,  wenn  der  Punkt,  auf  den  es  sich  bezieht,  durch  die 
Flüche  hindurch  geführt  wird.-  Das  Coordinatensystem,  das  wir 
beliebig  wühlen  können,  legen  wir  so,  dass  der  Anfangspunkt  in  der 
Flüche  sich  befindet,  nehmen  den  Punkt,  auf  den  sich  V  bezieht,  in 
der  z- Achse  an  und  diese  als  senkrecht  auf  der  Flüche;  wir  haben 
dann  den  Werth  von  V  für  unendlich  kleine,  positive  und  negative 
Werthe  von  z  zu  untersuchen.  Wir  denken  uns  aus  der  Flüche 
einen  Theil  ausgeschnitten  durch  einen  kreisförmigen  Cylinder,  dessen 
Achse  die  r- Achse  ist  und  der  den  Radius  R  hat,  einen  Radius,  der 
unendlich  klein,  aber  gegen  z  unendlich  gross  und  von  diesem  unab- 
hüngig  sein  soll.  Den  Theil  von  F,  welcher  von  der  Masse  herrührt, 
die  auf  dem  ausgeschnittenen  Flüchenstücke  sich  befindet,  nennen 
wir  Fj.  Der  andere  Theil  von  V,  also  V —  V^,  wird  nicht  unendlich 
oder  unstetig  dadurch,  dass  z  =  0  wird  oder  durch  Null  hindurch- 
geht; wir  haben  zu  untersuchen,  ob  F,  dieselbe  Eigenschaft  hat. 
Wir  wollen  hierbei  die  Lüngeneinheit  anders  wühlen,  als  bisher, 
nümlich  so,   dass  z  endlich  wird;  es   wird   dann  R  unendlich  gross. 
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und  von  noch  höherer  Ordnung  werden  es  die  Krümmungsradien  der 
Fläche;  das  ausgeschnittene  Flächenstück  wird  daher  eine  ebene 
Kreisfläche  von  dem  unendlich  grossen  Radius  Ä;  die  Dichtigkeit  h 
ist  auf  derselben  als  constant  zu  betrachten.     Hiernach  ist 


ukj. 


R 

gdg 


d.  h.  Fl  =  2ää  {]/m-\-z^  —  yz^) ,  7) 

wo  yz^  den  absoluten  Werth  von  z  bedeutet.  Kehren  wir  zu  der 
ursprünglichen  Längeneinheit  zurück,  bei  der  R  und  z  unendlich 
klein  sind  und  bei  der  V  im  Allgemeinen  endlich  ist,  so  ergiebt  sich 
bei  Vernachlässigung  von  unendlich  Kleinem 

F,  =  0; 

hieraus  folgt,  dass  V  endlich  und  stetig  bleibt,  wenn  der  Punkt,  auf 
den  es  sich  bezieht,  durch  die  Fläche,  auf  der  die  Masse  sich  befindet, 
hindurchgeht. 

Wir  ziehen  aus  der  Gleichung  7)  noch  einen  andern  Schluss. 
Es  folgt  aus  ihr 

dz  xyuij^.j.      y^i) 

oder^  da  R  unendlich  gross  gegen  z  ist, 

^^1   —  9'rrh      ^ 

dz  yj% ' 

O  7/- 

d.  h.  ~  -^-  =  —  27r.h  ,  wenn  z  positiv, 

==       2nh  ,  wenn  z  negativ  ist. 
— ^7 — ^ändert  sich  stetig,  wenn  z  durch  Null  hindurchgeht;  daraus 

ergiebt  sich,   dass  -^  sprungweise  um  —  Arch   wächst,  wenn  z  vom 

Negativen    zum    Positiven    durch    Null    hindurchgeht.      Wir    fügen 

hinzu,  dass,  da   V  selbst  keinen   Sprung   dabei   erleidet,    ,r—  und   ^— 

stetig  bleiben. 

Um  uns  unabhängig  von  dem  speciellen  Coordinatensystem  zu 
machen,  das  bei  der  Ableitung  dieses  Satzes  benutzt  ist,  bezeichnen 
wir  im  Einklang  mit  der  früher  gebrauchten  Weise,  durch  n  das, 
was  wir  jetzt  z  genannt  haben,  und  lassen  das  Coordinatensystem 
der  X,  y,  z  unbestimmt.  Wenn  der  Punkt  (x,  y,  z)  im  Sinne  der 
Normale   n  durch  das  Flächenelement  ds  hindurchgeht,    so    wächst 

^—  um  —  ^7ch  und  es  wachsen,    wie    aus    Formeln  hervorgeht,    die 

sich  auf  die  Verwandlung  rechtwinkliger  Coordinaten  beziehn, 
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df^  dy  df 

Jx  '  dy  *  dz 

um        —  4;rÄ  cos  (nx)  ,     —  4:nh  cos  {ny)  ,     —  4c7th  cos  (tiz)  .         8) 

Bezeichnen  wir  von  den  beiden  Seiten  der  mit  Masse  belegten  Fläche 
die  eine  als  die  innere,  die  andere  als  die  äussere  und  nennen  n,- 
und  Ha  die  nach  ihnen  gerichteten  Normalen  von  ds^  so  ergiebt  sich 

Orii      '     dria  J 

Wir  kehren  nun  zur  Betrachtung  des  durch  die  Gleichung  4) 
definirten  Potentials,  V ,  einer  in  einem  Räume  verbreiteten  Masse 
zurück.  Wir  haben  schon  gesehn,  dass  an  der  Oberfläche  dieses 
Raumes    U   selbst    stetig    ist;    wir    sehen   jetzt,    dass    dasselbe    von 

^— ,  -„-  ,  ^—  g^lt;   es   folgt    dieses    aus    der    Gleichung   5)  und  den 

beiden  Gleichungen,  die  aus  dieser  entstehen,  wenn  man  z,  c  gegen 
X,  a  oder  y,  h  vertauscht,  da  das  durch  die  Gleichung  6)  definirte  V 
keinen  Sprung  an  der  Fläche,  deren  Element  ds  ist,  erfährt.  Die 
Stetigkeit  der  ersten  Differentialquotienten  von  U  an  der  Oberfläche 
des  mit  Masse  erfüllten  Raumes  hätten  wir  auch  durch  Einführung 
von  Polarcoordinaten  beweisen  können,  wie  wir  die  Stetigkeit  von  ü 
selbst  bewiesen  haben.  Anders  aber  verhält  es  sich  mit  den  zweiten 
Differentialquotienten  von  U.     Aus  5)  und  9)  folgt 

-Q— ä h  /   Q    =  —  \nk  cos  iniz)  ,  10) 

und  mit  Hülfe  der  Ausdrücke  8)  findet  man,  dass,  wenn  der  Punkt 
(o:,  y,  z)  aus  dem  äusseren  Räume  in  den  mit  Masse  erfüllten    tritt. 


O^U 

d^U 

d'u 

dx'  ' 

dy^  ' 

dz^ 

d^u 

WU 

d^u 

dydz  '        dzdx  '        dxdy 
sprungweise  die  Vergrösserungen 

-^  Ati/c  cos^  (nx)  ,  —  47tk  cos^  (ny)  ,  —  Ank  cos'^  (nz) 

—  4i7t k cos  (ny)  cos  (n  z) ,  — 47tÄ-cos(wz)cos(na:),  — 4  n k cos  (nx)  cos  (ny) 

resp.  erleiden.     Der  Sprung,  den  dabei  zJU  ( d.  h.  ^-j  -j-  j-j  -}-  -ö-y ) 

erfährt,  ist  daher  —  4;rÄ';  nun  ist  im  äusseren  Räume  J  ü  =  0,  und 
daher  in  dem  mit  Masse  erfüllten  unendlich  nahe  an   der  Oberfläche 

/iU=  —  4:71k  .  11) 

Diese  Gleichung  gilt  aber  nicht  allein  unendlich  nahe  an  der  Ober- 
fläche ,  sondern  in  dem  ganzen  mit  Masse  erfüllten  Räume.  Um 
das    zu    beweisen,    denke  man  sich  diesen  Raum  in  zwei  Theile  zer- 
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legt  durch  eine  Fläche,  die  bei  dem  Punkte  {x ,  rj ,  z)  unendlich 
nahe  vorbeigeht,  und  nenne  f/,  den  Theil  von  f/,  der  von  der 
Masse  in  dem  Theile,  in  dem  der  Punkt  {x,  y,  z)  sich  befindet,  her- 
rührt.    Man  hat  dann 

z/  (^  -  ^,)  =  0, 
und     JUy  =  —  47t Ä' , 
woraus  die  Gleichung  11)  hervorgeht. 

§3. 

Wir  v^ollen  jetzt  das  Potential  einer  Massenvertheilung  unter- 
suchen, die  wir  auf  folgende  Weise  definiren.  Es  sei  ds  ein  Ele- 
ment einer  mit  Masse  belegten  Fläche,  n  die  naöh  der  einen  Seite 
der  Fläche  gerichtete  Normale  desselben;  auf  den  Normalen  n  sämmt- 
licher  Punkte  der  Fläche  denken  wir  uns  unendlich  kleine  Längen 
abgetragen,  die  stetig  variiren  können;  dadurch  entsteht  eine  zweite, 
der  ersten  unendlich  nahe  Fläche,  deren  Elemente  denen  der  ersten 
entsprechen;  ein  jedes  Element  dieser  zweiten  Fläche  denken  wir 
uns  mit  einer  Masse  belegt,  die  eben  so  gross,  aber  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  als  diejenige  ist,  die  sich  auf  dem  entsprechen- 
den Elemente  der  ersten  Fläche  befindet.  Das  negativ  genommene 
Product  aus  der  Dichtigkeit  der  Masse  auf  dem  Elemente  ds  der 
ersten  Fläclie  in  den,  in  der  Richtung  von  n  positiv  gerechneten 
Abstand  des  entsprechenden  Elements  der  zweiten  Fläche  von  ds 
wollen  wir  durch  i  bezeichnen  und  als  eine  endliche  Grösse  annehmen. 
Das  Potential,  W^  dieser  Massenvertheilung  in  Bezug  auf  den  Punkt 
(x,  y,  z)  ist  dann,  wenn  a,  b,  c  wieder  die  Coordinaten  von  ds 
bedeuten,  bestimmt  durch 


J         dn 


wo  die  Differentiation  nach  n  sich  auf  eine  Verschiebung  des  Punktes 
(a,  b,  c)  bezieht.  Die  in  Rede  stehende  Massenvertheilung  wollen 
wir  eine  Doppelschicht  nennen,  und  im  Gegensatze  dazu  eine  Massen- 
vertheilung wie  die,  deren  Potential  durch  6)  bestimmt  ist,  eine  ein- 
fache Schicht;  die  Grösse  /  möge  die  Dichtigkeit  der  Doppelschicht 
heissen. 

Der  in  12)  für   fV  gegebene  Ausdruck  kann  ungestaltet  werden. 
Es  ist 

^-  = 2  COS  {rn)  , 

WO  irti)  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  von  dem  Punkte  {x,  y,  z) 
nach  dem  Orte  von  ds   gezogene  Gerade  mit  der  Richtung    von  n 
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bildet.  Bezeichnet  man  durch  dK  die  scheinbare  (Irössc  des  Flächen- 
elementes ds  vom  Punkte  {x,  y,  z)  aus  gesehen,  d.  h.  das  Stück 
einer  Kugelfläche,  die  um  (x,  y ,  z)  als  Mittelpunkt  mit  einem  der 
Längeneinheit  gleichen  Radius  beschrieben  ist,  welches  von  einem 
Kegel  ausgeschnitten  wird,  der  in  {x,  y,  z)  seine  Spitze  hat  und 
durch  den  Umfang  von  ds  gelegt  ist,  so  ist  hiernach 


r 
dn 


ds  =  -\-  dK , 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  cos  (r?i)  positiv 
oder  negativ  ist.  Aendert  dieser  Cosinus  sein  Vorzeichen  nicht 
innerhalb  der  ganzen  Fläche,  der  ds  angehört  (eine  Bedingung,  die 
immer  erfüllt  ist,  wenn  vom  Punkte  (x,  y,  z)  aus  keine  Tangenten 
an  die  Fläche  gezogen  werden  können),  so  ist  daher 


JF 


=  ^/ 


idJiC, 


13) 


wo  wieder  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  cos  (r«) 
positiv  oder  negativ  ist.  Ist  jene  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  lässt 
die  Fläche  sich  so  in  Theile  zerlegen,  dass  jeder  Theil  ihr  genügt, 
und  man  kann  TV  als  eine  Summe  solcher  Ausdrücke  darstellen,  wie 
der  in  13)  für  W  angegebene  einer  ist. 

Wir  wollen  untersuchen,  wie  es  sich  mit  der  Stetigkeit  von  IF 
in  dem  Falle  verhält,  dass  der  Punkt  {x,  y,  z)  unendlich  nahe  an 
die  Fläche,  der  ds  angehört,  heran  oder  durch  sie  hindurchtritt. 
Wenn  eine  Unstetigkeit  hierbei  stattfindet,  so  kann  sie  nur  von  den 
Theilen  der  Fläche  herrühren,  denen  der  Punkt  (a;,  y,  z)  unendlich 
nahe  kommt.  Wir  legen  wieder  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
in  die  Fläche,  wie  wir  es  bei  der  Ableitung  der  Gleichung  7)  gemacht 
haben,  geben  der  z- Achse  die  Richtung  von  n  und  untersuchen  den 
Werth  von  W  für  den  Fall ,  dass  x  =  0,  y  =  0  und  z  unendlich 
klein  ist.  Aus  der  Fläche  denken  wir  uns  ein  Stück  ausgeschnitten 
durch  einen  Kreiscylinder,  dessen  Achse  die  2: -Achse,  dessen  Radius 
=  B  ist,  und  nehmen  an,  dass  B  unendlich  klein  gegen  die  Dimen- 
sionen der  Fläche,  aber  unendlich  gross  gegen  z  und  von  diesem 
unabhängig  ist;  wir  nennen  Wi  den  Theil  von  JV,  der  von  diesem 
Stücke  der  Fläche  herrührt.  Da  4ä  die  Oberfläche  einer  Kugel  vom 
Radius  1  ist,  so  giebt  die  Gleichung  13),  wenn  man  unendlich  Kleines 
vernachlässigt, 

für  ein  negatives  z        W^  =  —  27c/ 
für  ein  positives    z        W^  ==  -\-  2%i . 

Da  in  jedem  dieser  beiden  Fälle  W^  von  z  unabhängig  ist,  so  kann 
W  nicht  unendlich  gross  sein,  wenn  z  unendlich  klein  ist,  und,  da 
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fFi  um  4:7ti  sprungweise  zunimmt,  wenn  z  wachsend  durch  Null 
hindurchgeht,  so  findet  dasselbe  l)ei  W  statt. 

O    TT/ 

Um  -^^  finden  zu  können,   wollen  wir  für  fp\  einen  Ausdruck 

aufstellen,  bei  dem  Grössen,  die  mit  z  verschwinden,  nicht  vernach- 
lässigt sind.  Wir  gelangen  zu  einem  solchen  leicht  mit  Hülfe  der 
Gleichung  12);  diese  giebt 


iQ'  +  z^)  % 

0 


Wz'       Vr'  +  zV 
Hieraus  folgt 

dz  ~      ^'^^(ii^-\-z^)% 

oder,  da  z  gegen  E  unendlich  klein  ist, 

Daraus,  dass  -^  von  z  unabhängig  ist  und  auch  denselben  Werth 

dz 


für  positive  und  negative  Werthe  von  z  besitzt,  folgt,  dass  -^ —    für 


z  =  0  endlich  und  stetig  ist. 

Das  durch  die  Gleichung  12)  definirte  Potential  einer  Doppel- 
schicht, W,  ist  also  an  dieser  endlich,  erleidet  aber  sprungweise  die 
Vergrösserung  47r^,  wenn  der  Punkt  {x,  y,  z)  in  der  Richtung  von  n 

durch  sie  hindurchgeht;   der  Differentialquotient  -x—  dagegen  ist  an 

ihr  endlich  und  stetig. 

Wenn  das  Coordinatensystem  ein  beliebig  gewähltes  ist,  so  wer- 
den  die   Differentialquotienten  ~-^— ,    „-  -  ,  -^—    bei    dem    Durchgange 

c  cc       oy        V  z 

durch  die  gedachte  Fläche  im  Allgemeinen  Sprünge  erleiden,  weil 
der  Sprung,  den  dabei  W  erfährt,  im  Allgemeinen,  d.  h.  wenn  i  auf 
der  Fläche  sich  ändert,  nach  dem  Orte,  an  dem  der  Durchgang  statt- 
findet, ein  verschiedener  ist.  Wenn  i  aber  eine  Constante  ist,  so 
erleiden  jene  Differentialquotienten  an  der  Fläche  keine  Sprünge; 
wir  werden  hieran  zu  erinnern  haben  bei  der  Bestimmung  eines 
mehrwerthigen  Geschwindigkeitspotentials  in  einem  mehrfach  zu- 
sammenhängenden Räume. 


^  §4. 

Wir  wollen  jetzt  einen   Satz  ableiten,  der  mit  dem  Namen  des 
Green'schen  Satzes   belegt  ist,  und  aus  dem  die  wichtigsten  Eigen- 
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Schäften  der  Functionen,   welche   ein  Geschwindigkeitspotential  sein 
können,  sich  erschliessen  lassen. 

Es  sei  dt  ein  Element  eines  vollständig  begrenzten  Raumes, 
X,  y,  z  seien  die  Coordinaten  desselben  und  U  und  V  zwei  Func- 
tionen von  X,  y,  z.     Die  identischen  Gleichungen 


dx  dx  ""        dx^        dx  l     dx  ) 
dy   dy  ~^       dy^        dy\    dy ) 


dUdV 

d 


addiren  wir,  multipliciren  mit  dt  und  integriren  nach  diesem;   wir 

setzen  voraus,  dass  U  und  ^—  ,  ^— ,  -^5—  einwerthig  und  stetig  in  dem 

'  ex  ^   dy      dz  °  ° 

Räume  sind,  dem  dt  angehört,  und  bezeichnen  durch  ds  ein  Element 
der  Oberfläche  dieses  Raumes,  durch  n  die  nach  dem  Innern  desselben 
gerichtete  Normale  von  ds]  nach  den  so  oft  schon  benutzten  Glei- 
chungen 6)  der  eilften  Vorlesung  erhalten  wir  dann 

j         \dx  dx    '    dy  dy     '    dz  dz     '  J 

=  -    iäsu(~  cos  (nx)-\-~  cos  (ny)  -f  |^  cos  (?iz)\ 
oder 

J  "^"^  [j^dx  +  d7j  dy  +  TzTzJ^^"  -  j  dtUJV-j  dsU  ^  .  14) 

Diese  Gleichung  heisst  der  Green'sche  Salz.     Sind   auch    V   und 

^  ,  ö- ,  ^  in  dem  betrachteten  Räume   einwerthig   und  stetig,   so 

kann  man  in  den  Schlüssen,  durch  welche  14)  abgeleitet  ist,  U  und  V 
mit  einander  vertauschen  und  erhält  dann 

Sind  überdies   U  und    V  Lösungen  der   Gleichung   1),  so  folgt 
hieraus 

Wir  wollen  nun  durchweg  in  dieser  Vorlesung  durch  V  eine  Func- 
tion bezeichnen,  die  in  dem  betrachteten  Räume  der  Gleichung 
z/  r  =  0  genügt  und  mit  ihren  ersten  Differentialquotienten  ein- 
werthig und  stetig  ist.  Setzen  wir  ferner  in  der  Gleichung  15),  was 
gestattet  ist,  deiner  Constanten  gleich,  so  wird  sie 

ds^^==0.  16) 


/ 
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Sieht  man  V  als  ein  von  der  Zeit  unabhängiges  Geschwindigkeits- 
potential an,  so  hat  diese  Gleichung  eine  leicht  in  Worten  ausdrück- 
bare und  auch  von  anderer  Seite  erweisliche  Bedeutung;  sie  spricht 
aus,  dass  das  Volumen  der  in  der  Zeiteinheit  in  den  betrachteten 
Raiim  eintretenden  Flüssigkeit  gleich  Null  ist,  wenn  man  ein  Volu- 
men austretender  Flüssigkeit  als  negatives  Volumen  eintretender  in 
Rechnung  bringt. 

Setzen  wir  ferner  in  der  Gleichung  15) 

U=l,     r  =  y{x-  ay  +  (y  -  bf  +  {z  -  cf  . 

Das  ist  erlaubt,  wenn  der  Punkt  («,  b,  c)  ausserhalb  des  Raumes 
liegt,  dessen  Element  dt  genannt  worden  ist.  Es  soll  nun  der 
Funkt  («,  b,  c)  innerhalb  des  ursprünglich  gedachten  Raumes  liegen, 
die  Gleichung  15)  aber  auf  den  Theil  desselben  angewandt  werden, 
der  übrig  bleibt,  wenn  eine  unendlich  kleine  Kugel,  die  um  (ß^  b ,  c) 
als  Mittelpunkt  beschrieben  ist,  von  ihm  ausgeschlossen  wird;  die 
Oberfläche  dieser  Kugel  ist  bei  der  Bildung  der  genannten  Gleichung 
dann  zu  berücksichtigen.  Es  sei  dS  ein  Element  derselben,  während 
ds  ein  Element  der  Oberfläche  des  ursprünglich  gedachten  Raumes 
bedeuten  soll;  man  erhält  dann 

«y       ^^  »J      r     dr         ^J  dn  ^      r    dn  ^ 

WO  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  r  dem  unendlich 
kleinen  Radius  der  Kugel  gleichzusetzen  ist.  Das  zweite  Integral 
auf  dieser  Seite  verschwindet  daher,  da,  wenn  man  Polarcoordinaten 
einführt, 

dS  =  r^  sin  ^d%^  dw 
gesetzt  werden  kann;  das  erste  wird 

=  47rF, 

wo  V  sich  auf  den  Punkt  («,  b,  c)  bezieht.  Man  hat  hiernach 
für  dieses   V 

Diese  Gleichung  stellt  den  Werth  von  V  für  einen  beliebigen  Punkt 
des  gedachten  Raumes  als  die  Summe  der  Potentiale  einer  einfachen 
Massenschicht  und  einer  Doppelschicht  dar,  die  in  der  Oberfläche 
des  Raumes  liegen   und    deren    Dichtigkeiten   in    dem   Elemente  ds 

resp.  —  T—  -Ts-  und  -r—  V  sind.     Sie    zeigt,    dass    auch    die    höheren 

Differentialquotienten  von  V  nach  den  Coordinaten  in  dem  ganzen 
Räume  stetig  sind. 
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Wir  setzen  jetzt  in  der  Gleichung  14) 

sie  wird  dann 

/-(C)^+(|)'+C))=-/<^»^t:-    iB) 

Sehen  wir  V  als  ein  Geschwindigkeitspotential  und  nehmen  die 
Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  =  1  an,  so  ist  die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung das  Doppelte  der  lebendigen  Kraft  derselben ;  wir  haben  diese 
lebendige  Kraft  also  durch  ein  über  die  Oberfläche  zu  nehmendes 
Integral  ausgedrückt. 

§5. 

Wir  wollen  nun  aus  den  im  vorigen  §  aufgestellten  Gleichungen 
Folgerungen  ziehn;  hauptsächlich  werden  wir  darauf  ausgehen,  Be- 
dingungen zu  linden,  die  zur  vollständigen  Bestimmung  einer 
Function  V  genügen,  dabei  aber  auch  auf  Eigenschaften  dieser 
Functionen  aufmerksam  machen,  die  in  anderer  Hinsicht  von  Inter- 
esse sind. 

Die  Gleichung  17)  erlaubt  für  jeden  Punkt  des  betrachteten 
Raumes    V   zu  berechnen,  wenn  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  die 

Werthe   von    V  und  -p^-  gegeben  sind.     Es  können  aber  nicht  alle 

diese  Werthe  willkührlich  gegeben  werden;  es  ist  vielmehr  für  den 
ganzen  Raum  V  vollkommen  bestimmt,  wenn  für  die  ganze  Ober- 
fläche   F,   oder  für   einen  Theil   der   Oberfläche    V,   für  den  andern 

^  gegeben  ist,  und  es  ist   V  bis   auf  eine  additive  Constante   be- 

stimmt,  wenn  man  -^  für  die   ganze  Oberfläche  kennt.     Es  ergiebt 

sich  dieses  aus  der  Gleichung   18).     Ist  nämlich  für  einen  Theil  der 

Oberfläche  V  =  0,  für  den   andern  ^     =0,    so    verschwindet    die 

rechte  Seite  dieser  Gleichung;  es  verschwindet  also  auch  die  linke, 
und  da  diese  eine  Summe  von  Gliedern  ist,  die  nicht  negativ  sein 
können,  so  ist  daher  jedes  dieser  Glieder  =  0,  d.  h.  es  ist  F  in  dem 
ganzen  Räume  constant;  da  es' weiter  in  einem  Theile  der  Oberfläche 
=  0  ist,  so  hat  es  diesen  Werth  überall.     Sind  nun  die  Werthe  von 

O    TT 

V  für  den  einen  Theil  und  von  -tt-  für  den  andern  Theil  der  Ober- 
en 

fläche  nicht  =  0,  aber  gegeben,  und  sind  Fj  und  V^  zwei  Functionen, 

die  diesen  Werthen  entsprechen,  so  genügt  V^  —  V^  den  vorher  über  V 

gemachten  Voraussetzungen;    es  folgt  daraus  für  den  ganzen  Raum 

J\  =  ¥2-    Dieselbe   Betrachtung  zeigt,    dass,   wenn    für    die    ganze 

Oberfläche  k-  verschwindet,  V  einer  unbekannt  bleibenden  Constanten 

Oll 
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O  rr 

gleich,  und  wenn  für  die  ganze  Oberfläche  -^    gegeben,    V  bis  auf 

eine  additive  Constante  für  den  ganzen  Raum  bestimmt  ist. 

Wir  knüpfen  hieran  die  Bemerkung,  dass  von  allen  Functionen 
V  -{-  U,  welche  an  der  Oberfläche  des  betrachteten  Raumes  gegebene 
Werthe  annehmen  und  in  ihm  einwerthig  und  stetig  sind,  die  Func- 
tion  V,  welche  diese  Werthe  an  der  Oberfläche  hat,  dem  Integral 

den  kleinsten  Werth  giebt,  welchen  es  annehmen  kann.  In  der  That 
hat  man 

Die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Behauptung  ergiebt  sich  daraus, 
dass  das  dritte  von  diesen  Integralen  stets  positiv  ist  und  das  zweite 
der  Gleichung  14)  zufolge  verschwindet,  da  z/  F  =  0  und  an  der  Ober- 
fläche U  =  0  ist.  Bezeichnet  man  das  zweite  von  den  3  Gliedern 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  19),  welches,  wenn  U  unendlich 
klein,  im  Allgemeinen  von  derselben  Ordnung,  wie  dieses  ist,  durch 
8£l,  so  ist  8^  =  0,  sobald  F  die  hier  vorausgesetzten  Eigenschaften 
besitzt.  Diese  Bemerkung  ist  von  Nutzen,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  in  der  Gleichung  z/  F  =  0  statt  der  rechtwinkligen  Coordi- 
näten  andere  einzuführen;  wir  werden  bei  einer  solchen  Gelegenheit 
von  ihr  Gebrauch  machen. 

§6. 

Um  den  Punkt  {a ,  h,  c)  als  Mittelpunkt  denken  wir  uns  eine 
Kugel  mit  dem  beliebigen  Radius  R  beschrieben,  die  ganz  innerhalb 
des  betrachteten  Raumes  liegt,  und  wenden  auf  diese  die  Gleichung 
17)  an.  Das  zweite  Integral  derselben  verschwindet  dann  in  Folge 
von  16)  und  es  wird 

r  1 


wir  erhalten  daher 


F  = 


-ihfj^^'^'  20) 


Diese  Gleichung  lässt  sich  in  Worten  dahin  aussprechen,  dass  der 
Werth  von  7'  im  Mittelpunkte  der  Kugel  dem  arithmetischen  Mittel 
seiner  Werthe  in   den  Punkten  ihrer  Oberfläche  gleich    ist.     Jener 
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Werth  liegt  daher  zwischen  dem  grössten  und  dem  kleinsten  dieser 
Werthe.  Da  das  gilt,  wie  klein  auch  die  Kugel  gewählt  wird,  so 
kann  F  in  dem  ganzen  betrachteten  Räume,  welches  auch  seine  Ge- 
stalt sein  möge,  kein  Maximum  und  kein  Minimum  haben;  alle 
Werthe,  die  es  erhält,  liegen  zwischen  dem  grössten  und  dem  klein- 
sten der  Werthe,  die  es  in  der  Oberfläche  hat.  Sind  diese  =0,  so 
ist  überall  V  ==  0,  und  ist  V  an  der  Oberfläche  gegeben,  so  ist  es 
überall  bestimmt.  Wir  haben  so  auf  einem  zweiten  Wege  einen  Satz 
bewiesen,  der  schon  im  vorigen  §  abgeleitet  ist;  dieser  Weg  hat  vor 
dem  dort  eingeschlagenen  einen  gewissen  Vorzug,  auf  den  im  näch- 
sten §  aufmerksam  gemacht  werden  wird. 

Aus  dem  Satze,  dass  V  innerhalb  des  betrachteten  Raumes  kein 
Maximum  und  kein  Minimum  hat,  lässt  sich  ferner  beweisen, 
dass  auch 

hier  kein  Maximum  besitzt,  obwohl  es  Minima  haben  kann;  dass 
also,  wenn  wir  uns  V  als  ein  Geschwindigkeitspotential  vorstellen, 
die  grösste  Geschwindigkeit  in  der  Grenze  des  Raumes  stattfinden 
muss.    Um  das  zu  zeigen,  denken  wir  uns  in  dem  betrachteten  Räume 

wieder  eine  Kugel;  ihren  Mittelpunkt  wollen  wir  0  und  (^ — )  ,  (t^— )  , 

(~?^)     die  Werthe  von  ^5— ,  ^^— ,  -k-  in    ihm   nennen .    die    letzteren 

Zeichen  aber  auf  Punkte  der  Kugelfläche  beziehn.  Wir  haben  den 
ausgesprochenen  Satz  bewiesen,  wenn  wir  dargethan  haben,  dass  nicht 
für  alle  diese  Punkte 

€)' + (|)^ + C)^  <  (tK + €X + 0:     ^1) 

sein  kann.    Wenn  (^r-)  ,  (er)  >  C-o")    gleichzeitig  verschwinden,  so 

ist  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  unmittelbar  ersichtlich;  wir 
können  diesen  besonderen  Fall  also  ausschliessen.  Geschieht  das, 
so  kann  man  immer  dadurch,  dass  man  der  x- Achse  eine  passende 
Richtung  giebt,  bewirken,  dass 

Ä   =0     und     (1^)   =0 
^cy^o  ^dz\ 

ist.  Der  Diiferentialquotient  ^  hat  dieselben  Eigenschaften,  welche 
bei   V  vorausgesetzt  sind;    hieraus  folgt,  dass,   wenn  nicht  für  alle 

Punkte  der  Kugelfläche  75 —  constant   ist,    es    Punkte    auf   derselben 

=>  dx  ' 

giebt,  für  welche 
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ist.     Bei  der  Wahl  des  Coordinatensystems,  die  wir  getroffen  haben, 
ist  aber 

Man  braucht  diese  drei  Relationen  nur  zu  addiren,   um   die  Richtig- 
keit der   zu   beweisenden   Behauptung  für  den  Fall   ein  zusehn,    dass 

^ —  nicht  auf  der  ganzen  Kugelfläche  constant  ist.     Ist  dieses  aber 

constant,  so  ist  für  alle  Punkte  der  Kugelfläche 


Wenn  dabei  ^—  und    ,t-  nicht  für  alle   diese  Punkte  verschwinden, 

dy  dz 

so  giebt  es  Punkte,  für  welche  wenigstens  in  einer  der  beiden  Rela- 
tionen 22)  das  obere  Zeichen  gilt,  und  für  diese  besteht  dann  die 
Ungleichung,    die   der  Ungleichung  21)  widerspricht.    Wenn  endlich 

für    alle   Punkte    der   Kugelfläche    t.—   constant    und  ^-  =  --^-  =  0 

^  ox  oy  oz 

ist,  so  sind  die  beiden  Grössen,  die  in  21)  mit  einander  verglichen 
sind,  immer  einander  gleich;  in  diesem  Falle  haben  die  drei  Difi"e- 
rentialquotienten  von  V  für  alle  Punkte  im  »Innern  der  Kugel  die- 
selben Werthe;  die  Geschwindigkeit  hat  dann  hier  überall  dieselbe 
Grösse  und  dieselbe  Richtung. 

Wir  knüpfen  noch  einen  andern  Schluss  an  die  Gleichung  20). 
Wir  nehmen  an,  dass  in  einem  Theile  des  betrachteten  Raumes  F==0 
ist;  ist  es  nicht  in  dem  ganzen  Räume  Null,  so  wird  es  einen  Theil 
desselben  geben,  der  an  jenen  angrenzt,  und  in  dem  V  von  Null 
verschieden  ist  und  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt.  Wir  denken  uns 
eine  Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  in  dem  Räume  liegt,  in  dem 
V  =  0  ist,  und  die  selbst  theils  in  diesem  Räume,  theils  in  demjeni- 
gen sich  befindet,  in  dem  V  von  Null  verschieden  und  von  gleich- 
bleibendem Vorzeichen  ist.  Aus  der  Gleichung  20)  folgt  dann,  dass 
im  Mittelpunkte  der  Kugel  V  von  Null  verschieden  ist.  Dieser 
Widerspruch  zeigt,  dass,  wenn  V  in  einem  Theile  des  betrachteten 
Raumes  verschwindet,  es  in  dem  ganzen  Räume  verschwinden  rauss. 
Eine  Schluss  weise,  die  im  vorigen  §  auseinandergesetzt  ist,  ergiebt 
weiter,  dass,  wenn  V  für  einen  Theil  des  Raumes  gegeben  ist,  es 
für  den  ganzen  Raum  bestimmt  ist.  Ist  es  in  einem  Theile  constant, 
so  hat  es  für  den  ganzen  Raum  denselben  Werth. 

Wenn  in  einem  Theile  des  Raumes  die  3  Differentialquotienten 
ö~  >  ^  >  ^  verschwinden ,    also    V  constant  ist ,    so    folgt  hieraus 


188  Sechszehnte  Vorlesung. 

unmittelbar,  dass  sie  in  dem  ganzen  Räume  verschwinden.  Wir 
wollen  beweisen,  dass  dieses  auch  dann  stattfinden   muss,   wenn  nur 

in  allen  Punkten  einer  Fläche  >,— »  -^r^ ,  -0-  gleich  Null  sind.     Zu 

da:  '    oy       dz    ° 

diesem  Zwecke  verfolgen  wir  eine  Linie,  die  von  einem  beliebigen 
Punkte  ausgeht  und  den  Differentialgleichungen 

,      ,,       ,       dF    dv    dv 

dx  :  dy  :  dz  =  1^  :  ^^  :  ^^ 

"  ox      dy      dz 

genügt,  die  also  die  Flächen  V  =  const.  senkrecht  schneidet;  wir 
wollen  sie  eine  Stromlinie  nennen,  da,  wenn  wir  uns  V  als  ein  von 
der  Zeit  unabhängiges  Geschwindigkeitspotential  vorstellen,  in  ihr 
eine  Strömung  stattfindet.  Ihre  Fortsetzung  kann  nur  da  zweifel- 
haft werden,  wo  die  3  Differentialquotienten  von  V  verschwinden, 
d.  h.  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  ist;  durch  jeden  Punkt,  in 
dem  das  nicht  der  Fall  ist,  geht  eine  Stromlinie.  Einen  Raum,  der 
von  Stromlinien  gebildet  ist,  die  sich  stetig  aneinander  schliessen, 
wollen  wir  mit  dem  Namen  eines  Stro7nfadens  belegen.  Giebt  es 
eine  Fläche,  für  deren  sämmtliche  Punkte  die  Geschwindigkeit  Null 
ist,  während  in  ihrer  Nachbarschaft  Bewegung  stattfindet,  so  giebt 
es  Stromfaden,  die  in  jener  Fläche  endigen.  Wir  betrachten  einen 
Theil  eines  solchen  Stromfadens,  der  einerseits  durch  die  gedachte 
Fläche,   andererseits   durch  einen   Querschnitt  begrenzt  ist,    der  die 

O    TT- 

Eigenschaft  hat,  dass  für  alle  seine   Elemente  -^^  von  Null  verschie- 

den  und  von  gleichem  Vorzeichen  ist;  auf  diesen  Theil  wenden  wir 
die    Gleichung    16)  an.     Erwägt  man,   dass  für  jedes  Element  einer 

Fläche,  die  aus  Stromlinien  gebildet  ist,   7^   verschwindet,  so  ergiebt 

sich,  dass  das  Integral 


ausgedehnt  über  den  bezeichneten  Querschnitt,  gleich  Null  ist.  Es 
widerspricht  das  der  Bedingung,  der  gemäss  dieser  Querschnitt 
gewählt  werden  sollte  und  gewählt  werden  konnte;  es  folgt  daraus, 
dass  es  keine  Fläche  giebt,  in  der  die  Geschwindigkeit  gleich  Null 
ist,  wenn  überhaupt  Bewegung  stattfindet,  d.  h,  V  von  einer  Con- 
stanten verschieden  ist.  Es  kann  dann  also  die  Geschwindigkeit 
nur  in  Linien  oder  Punkten  verschwinden.  Aber  auch  in  diesen 
können  Strom fäden  nicht  endigen,  wie  eine  Betrachtung  zeigt,  die 
mit  der  eben  durchgeführten  vollkommen  übereinstimmt.  Der  ganze 
Raum,  auf  den  sich  V  bezieht,  ist  daher  aus  Stromfäden  zusammen- 
gesetzt, die  in  seiner  Oberfläche  endigen;  in  sich  zurücklaufen  kann 
ein  Stromfadeh  nämlich  nicht,  da  wir  V  als  eine  eimverthige,  stetige 
Function  von  x,  y  f  z  vorausgesetzt  haben,  und  da  auf  einer  Strom- 
linie in  der  Richtung  der  Strömung   V  immer  wächst. 
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Fassen  wir  ein  Stück  eines  Stromfadens  ins  Auge,  das  einerseits 
durch  eine  Fläche  F=const. ,  andererseits  durch  die  Oberfläche  des 
Raumes  begrenzt  ist,  um  den  es  sich  handelt;  dS  und  ds  seien  Ele- 
mente der  beiden  Endflächen,  N  und  n  ihre  nach  Innen  gerichteten 
Normalen.     Aus  der  Gleichung  16)  folgt  dann 


und  dabei  ist 


Jdsl^+Jds'/^==0,  23) 


wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  die  Normalen  N 
die  Richtungen  haben,  in  denen  V  wächst,  oder  die  entgegengesetzten. 

Ist  für  alle  Punkte  der  Oberfläche  des  betrachteten  Raumes  ^5—  =  0, 

On  ' 

SO  zeigt  die  Gleichung  23),  dass  für  alle  Punkte  im  Innern  ^-^=0, 

d.  h.  V  einer  Constanten  gleich  ist.  So  sind  wir  auch  zu  diesem, 
im  vorigen  §  bewiesenen  Satze  auf  einem  zweiten  Wege  gelangt. 

§  7. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  der  Raum,  in  dem  wir 
V  zu  betrachten  haben,  vollkommen  begrenzt  ist;  wir  wollen  nun 
annehmen,  dass  derselbe  sich  in  die  Unendlichkeit  erstreckt,  also  nur 
theilweise  begrenzt  ist  durch  geschlossene  endliche  Flächen  oder  un- 
geschlossene Flächen,  die  in  die  Unendlichkeit  hinausgehn.  Wir 
denken  uns  die  Begrenzung  eines  Raumes  vervollständigt  durch  eine 
oder  mehrere  Flächen,  die  im  Unendlichen  liegen.  Auf  diesen  Raum 
können  wir  dann  alle  im  Vorigen  entwickelten  Sätze  anwenden;  nur 
müssen  wir  dabei  beachten,  dass  die  Oberfläche  desselben  unendlich 
gross  ist,  und  dass  daher  eine  verschwindend  kleine  Grösse,  wenn 
sie  mit"  dem  Element  der  Oberfläche  multiplicirt  und  integrirt  wird, 
eine  endliche  Grösse  geben  kann. 

Wir  haben  in  §  5.  bewiesen,  dass,  wenn  an  der  Oberfläche  V 
verschwindet,  überall  V  ==  0  ist;  die  Betrachtungen,  durch  welche 
wir  dort  zu  diesem  Satze  geführt  wurden,  sind  hier  aber  aus  dem 
eben  angeführten  Grunde  nicht  anwendbar,  wenn  man  nicht  auf  die 
Untersuchung  der  Grössenordnungen  eingehn  will,  von  denen  V  und 

^-  in  der  Unendlichkeit  sind.    Dagegen  behalten  die  Schlüsse,  durch 

welche  wir  im  §  6.  denselben  Satz  abgeleitet  haben,  auch  hier  ihre 
volle  Gültigkeit.  Als  einen  speciellen  Fall  von  besonderer  Wichtig- 
keit heben  wir  hervor,  dass,  wenn  in  dem  ganzen  unbegrenzten 
Räume  V  die  Eigenschaften  besitzt,  die  wir  ihm  beigelegt  haben, 
und  man  weiss,  dass  es  in  der  Unendlichkeit  verschwindet,  ohne  aber 

Kirch  hoff,    Mechanik.  13 
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die  Grössenordnung  zu  kennen,  von  der  es  dort  ist,  man  schliessen 
darf,  dass  es  überall  verschwindet. 

Wir  haben  ferner  in  den  §§  5.  und  6.  den  Satz  bewiesen,  dass, 

wenn  -^  an  der  Oberfläche  verschwindet,   V  einer  Constanten  gleich 

sein  muss.  Dieser  Satz  ist  hier  ohne  Einschränkung  nicht  richtig; 
die  nöthige  Einschränkung  ergiebt  sich  aber  leicht  aus  den  Betrach- 
tungen, die  wir  am  Ende  des  vorigen  §  angestellt  haben.  Mögen 
die  Dimensionen  des  vollständig  begrenzten  Eaumes,  um  den  es  sich 
handelt,  endlich  oder  unendlich  sein;  verschwindet  das  Integral 


/ 


dS  ^r-    , 


ausgedehnt   über  einen  beliebigen   Theil  seiner  Oberfläche,  so  ist  V 

7)  T/' 

überall  einer  Constanten  gleich.     Ist  t^-  bis  auf  Grössen    der    hier- 

°  on 

durch  bestimmten  Ordnung  gegeben ,  so  ist  V  bis  auf  eine*  additive 
Constante.  bestimmt. 

Im  Hinblick  auf  gewisse  hydrodynamische  Probleme ,  mit  denen 
wir  uns  zu  beschäftigen  haben  werden,  stellen  wir  noch  die  folgen- 
den Ueberlegungen  an.  Der  Raum,  um  den  es  sich  handelt,  sei 
theilweise  begrenzt  durch  geschlossene  endliche  Flächen  und  er- 
strecke  sich  nach  allen  Richtungen  in  die  Unendlichkeit.     Für  jene 

O     TT 

Flächen  sei  ^—  gegeben,  und   man  wisse,   dass  in  der  Unendlichkeit 

O    -wy-  O    TT  O    fT 

^- ,  -^— ,   -ö—    verschwinden ,   ohne    die    Grössenordnung    zu   kennen, 

ex  ^   oy       dz  '  °  ' 

von  der  diese  Differ«ntialquotienten  hier  sind.  Wenn  wir  V  als  ein 
Geschwindigkeitspotential  uns  vorstellen,  wollen  wir  den  letzten  Um- 
stand dadurch  in  Worten  ausdrücken,  dass  wir  sagen:  die  Flüssig- 
keit ruht  in  der  Unendlichkeit.  Wir  werden  beweisen,  dass  V  bis 
auf  eine  additive  Constante  bestimmt  ist. 

Um  den  beliebigen  Punkt  («,  hy  c)  in  der  Flüssigkeit  denken 
wir  uns  eine  Kugelfläche  mit  dem  constanten,  unendlich  grossen 
Radius  R  beschrieben,  nennen  dS  ein  Element  dieser  Kugelfläche 
und  ds  ein  Element  der  ursprünglich,  gegebenen  Grenzflächen.  Der 
Gleichung  17)  zufolge  ist  dann  der  Werth  von  V  für  den  Punkt 
{a,  b,  c)  bestimmt  durch 


1  7  rf,ril_±  / 


V  =  ~    I   dsV  ^——    I    ^^ 

4«,/  dn  ^Tt.y         r   dn 


dv 

dn 


Von  diesen  4  Gliedern  verschwindet  das  letzte,  da  R  unendlich  gross 
ist;  setzt  man  nämlich 
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kj^^fn^-^''  24) 

WO  M  dann   eine   gegebene   endliche   Grösse  bedeutet,  so  ergiebt  die 
Gleichung  16) 


4«J 


Ön  ' 


Das  dritte  jener  4  Glieder  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den 
Werthen,  die  V  in  den  Elementen  der  unendlich  grossen  Kugel- 
fläche hat;  es  ist  dasselbe  einer  Constanten  gleich;  denn,  verschiebt 
man  den  Punkt  («,  &,  c),  und  mit  ihm  die  Kugelfläche,  deren 
Mittelpunkt  er  sein  soll,  um  eine  endliche  Strecke,  so  erleiden  die 
Werthe   von    V ,    die   sich   auf  die   einzelnen  Elemente    dS   beziehn, 

unendlich  kleine  Aenderungeh,  da  -^-  >    y^  >  ^^  i^  ^^^  Unendlichkeit 

v^      vy      cz 

unendlich  klein  sind;  das  arithmetische  Mittel  dieser  Aenderungen 
ist  also  auch  unendlich  klein,  und  dieses  ist  die  Aenderung,  die 
das  genannte  Glied  erfährt.  Bedeutet  C  eine  Constante,  so  ist 
daher 


TT  /-,  ^         I       j      r7         ■  ^         I,     ds  dV 

V  —  C  =  ^-    I     dsV  -7^ 7-r    /     ~  Jn' 

Diese  Gleichung  erlaubt  die  Grössenordnung  zu  beurtheilen,  von  der 
die  DifFerentialquotienten  von  V  in  der  Unendlichkeit  sind.  An 
einer  Kugelfläche,  die  mit  dem  unendlich  grossen  Radius  R  um  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  beschrieben  ist,  ist  bis  auf  Grössen, 
die  gegen  die  anzugebenden  verschwinden,  wenn  M  endlich  ist, 

TT  _  p  __M       dV  __M 

Ist  also  für  die  Elemente  der  ursprünglich  gegebeneu  Grenzflächen 
j^f  und  damit  nach  24)  M  gegeben,  und  bedeutet  dS  ein  Element 
eines  beliebigen  Theiles  der  unendlich  grossen  Kugelfläche,  so  ist 


/ 


cn 


bis  auf  eine  verschwindende  "Grösse ,  und   daher  nach  dem  oben  ge- 
wonnenen Resultate    V  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt. 

Wir  specialisiren  den  betrachteten  Fall  noch  mehr.  Es  handle 
sich  um  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  in  der  feste  Körper  in  ge- 
gebener Weise  sich  bewegen.  Die  Oberflächen  dieser  sind  dann  die 
Flächen,  deren  Elemente  ds  genannt  worden  sind.  Hier  ist  31=0, 
denn  für  jeden  Körper  ist  das  Integral 


I 


ds  „ 

Oll 
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gleich  Null,  da  es,  mit  dem  Zeitelement  dt  multiplicirt,  die  Aende- 
rung  ist,  welche  in  diesem  Zeitelement  das  Volumen  der  von  dem 
Körper  verdrängten  Flüssigkeit,  also  sein  eigenes  Volumen  erleidet. 
Die  Bewegung  der  Flüssigkeit  ist  nach  den  gemachten  Auseinander- 
setzungen vollkommen  bestimmt,  wenn  man  noch  festsetzt,  dass  sie 
in  der  Unendlichkeit  ruht.  Sie  ist  auch  bestimmt,  wenn  man  statt 
dieser  Bedingung  die  einführt,  dass  die  Flüssigkeit  in  eine  unendlich 
grosse,  feste  und  unbewegliche,  um  den  Anfangspunkt  der  Coordina- 
ten  beschriebene  Kugelfläche   eingeschlossen  ist;    für    alle  Elemente 

dieser  Fläche  ist  dann  ^    absolut    gleich   Null.     In    diesen   beiden 

Fällen  ist  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  dieselbe,  da  in  jedem  das 
Integral 


/ 


on  ' 


ausgedehnt  über  einen  beliebigen  Theil   der   genannten  Kugelfläche 
verschwindet. 


§  8. 

Nach  diesen  Auseinandersetzungen  über  die  einwerthigen  Lösun- 
gen der  Differentialgleichung  z/gp  =  0  wollen  wir  diejenigen  mehr- 
werthigen  ins  Auge  fassen,  die,  wie  wir  am  Ende  der  vorigen  Vorlesung 
gesehn  "haben,  ein  Geschwindigkeitspotential  in  einem  mehrfach 
zusammenhängenden  Räume  sein  können.  Wir  wollen  uns  dabei 
auf  die  Betrachtung  eines  zweifach  zusammenhängenden  Raumes 
beschränken;  die  Schlüsse,  die  wir  in  Bezug  auf  einen  solchen  ziehen 
werden,  lassen  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  dass  der  Grad 
des  Zusammenhanges  ein  höherer  ist. 

Den  gegebenen  zweifach  zusammenhängenden  Raum  denken  wir 
uns  durch  einen  Querschnitt  in  einen  einfach  zusammenhängenden 
ve'rwandelt.  In  diesem  ist  dann,  wenn  für  einen  Punkt  einer  von 
den  Werthen  von  (p  als  gültig  festgesetzt  ist,  tp  eine  einwerthige 
Function.  Auf  beiden  Seiten  des  Querschnitts  kann  (p  verschiedene 
Werthe  haben,  jedoch  nur  so,  dass  es -denselben  Sprung  erleidet,  an 
welchem  Orte  man  auch  durch  den  Querschnitt  geht;  die  Differential- 
quotienten vofi  (p  nach  x,  y,  z  erfahren  dabei  keine  Sprünge. 

Den  gewählten  Querschnitt  denken  wir  uns  nun  nach  Aussen 
hin  beliebig  ausgedehnt,  so  dass  eine  vollkommen  begrenzte  Fläche 
entsteht,  deren  innerhalb  des  gegebenen  Raumes  liegender  Theil  jener 
Querschnitt  ist.  Wir  nennen  ds  ein  Element  dieser  Fläche,  n  die 
nach  der  einen  Seite  der  Fläche  gerichtete  Normale  von  ds  und 
setzen,  wie  in  der  Gleichung  12) 
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'^-'j\^^'> 


25) 


indem  wir  unter  i  eine  Constante  verstehn.  Dieses  W  ist  nach 
den  oben  durchgeführten  Untersuchungen  in  dem  gegebenen  doppelt 
zusammenhängenden  Räume  eine  einwerthige  Function,  die  der  Glei- 
chung A  W  =  0  genügt  und  die  die  Eigenschaft  hat,  dass  ihre  Diffe- 
rentialquotienten stetig  sind,  und  dass  sie  selbst  stetig  ist  ausser  an 
dem  gedachten  Querschnitt,  an  dem  sie  die  sprungweise  Vergrösse- 
rung  4:7ci  erfährt,  wenn  der  Punkt  (x,  y,  z)  in  der  Richtung  von 
n  durch  ihn  hindurch  geführt  wird.  Ist  nun  die  Constante  /  so 
gewählt,  dass  dieser  Sprung  so  gross  ist,  wie  der,  den  tp  an  dem 
Querscbnitt  erleidet,  so  ist  ^  —  W  an  ihm  stetig,  und,  wenn  wir 

ff=V-^W  26) 

setzen,  so  hat  V  alle  Eigenschaften  der  im  Früheren  mit  diesem 
Zeichen  bezeichneten  Functionen. 

Die  Gleichung  26)  giebt  für  jeden  Punkt  des  betrachteten  Raumes 
nur  einen  von  den  Werthen  von  (f  an;  wir  können  die  Bedeutung 
von  W  so  modificiren,  dass  sie  alle  darstellt.  Zu  diesem  Zwecke 
müssen  wir  W  statt  durch  25),  durch  die  Gleichungen 

dW__.d_     I         r  SW_-S_     I     _Ji  ,j         ^^_  •  J_     /         ~r\j 

X  cx^        on  öy  cyt/         on  0~  cz^J        cn 

mit  dem  Zusätze  definiren,  dass  W  überall  stetig  ist,  wobei  es  dann 
vielwerthig  wird.  Es  möge  angeführt  werden,  dass  dann  W  das 
Potential  eines  elektrischen  Stromes,  der  mit  der  Intensität  i  in  der 
Grenze  der  Fläche  fliesst,  deren  Element  ds  bezeichnet,  in  Bezug 
auf  einen  Magnetpol  ist,  der  die  Coordinaten  x,  y ,  z  hat  und  die 
Einheit  magnetischer  Flüssigkeitsmenge  enthält. 

§9. 

Wir  wollen  nun  noch  einen  Fall  in  Betracht  ziehen,  auf  den 
wir  mehrfach  zurückkommen  werden,  den  Fall  nämlich,  dass  die 
Function  V  von  einer  der  Coordinaten  (wir  nehmen  an,  von  z) 
unabhängig  ist. 

Wir  wenden  die  Gleichung  17)  auf  einen  Raum  an,  der  durch 
eine  der  2: -Achse  parallele  Cylinderfläche,  oder  mehrere  solche  Cylin- 
derflächen,  und  zwei  der  a;?/ -Ebene  parallele  Ebenen,  deren  Glei- 
chungen z  =  —  y  und  z  =  y  sein  mögen ,  vollständig  begrenzt  ist. 
Wir  nehmen  dabei  y  als  unendlich  gross  gegen  alle  Werthe  ah,  die 
X  und  y  in  diesem  Räume  erhalten,  auch  gegen  solche,  die  wir  als 
unendlich  gross    bezeichnen  werden.     Die   Coordinaten  des  Punktes, 
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auf  den  das  V  auf  der  linken  Seite  der  genannten  Gleichung  sich 
bezieht,  nennen  wir  wieder  a,  h,  c  und  setzen  c  =  0.  Für  die  Ele- 
mente ds,  für  welche  ^r  =  +  y  ist,  ist  dann  r  unendlich  gross  gegen 
alle  sonst  in  Betracht  kommenden  Längen,  und  es  dürfen  die  beiden 
Integrale  der  Gleichung  daher  nur  über  die  begrenzenden  Cy linder- 
flächen ausgedehnt  werden.     Setzen  wir  für  diese 

ds  =  dl  dz  , 

indem  wir  unter  dl  ein  Element  der  Grenze  des  Theiles  der  a:?/- Ebene 
verstehn,  welcher  innerhalb  '  des  betrachteten  Raumes  liegt,  so  er- 
halten wir 


^'-hfj''^^-^'i^^'hj'h 


dz  dv 

dn 
■Y  —  y 


Wir  setzen  nun 

qr  =  [a  —  xy-  -\-  {b  —  yY  ,   also  r^  =  qr  A^  z^-  , 

und  benutzen,    dass    V  und  -p—  von    z    unabhängig  sind,    dass  die 

Normale  n  senkrecht  zur  z- Achse   ist,   dass   ferner,   da  y  gegen   q 
unendlich  gross , 

'    =^  =  lgJi+15^  =  21g^,  27) 


—  y 


und  dass  endlich,  wie  aus  der  Gleichung  16)  sich  ergiebt, 


/ 


On 


ist;  es  folgt  dann  hieraus 

Wendet  man  diese  Gleichung  auf  einen  Kreis  an,  der  mit  dem  Radius 
R  um  den  Punkt  (ö,  ft)  als  Mittelpunkt  beschrieben  ist  und  einen 
Theil  der  Fläche   ausmacht,  auf  welche  sich   V  bezieht,  so  giebt  sie 


2nRJ 


dir 


d.  h.  der  Werth  von  V  im  Mittelpunkte  des  Kreises  ist  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  der  Werthe^  die  es  auf  der  Peripherie  desselben 
hat.  Daraus  ist  weiter  zu  schliessen,  dass  V  in  der  Fläche,  in  der 
wir  es  betrachten,  kein  Maximum  und  kein  Minimum  besitzt,  und 
dass,  wenn  es  in  ihrem  Umfange  constant  ist,  es  überall  denselben 
Werth  hat.     Auch 
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kann  im  Innern  der  Fläche  kein  Maximum,  wohl  aber  Minima  haben. 
Ist  die  Fläche,  auf  die  sich  V  bezieht,  die  unbegrenzte  a;y- Ebene 
und  verschwindet  V  in  der  Unendlichkeit,   so   verschwindet  es  über- 

all :  ist  in  der  Unendlichkeit  nicht  V  =  0,  aber  -a—  =  0 und  ~r  =  0, 

SO  gelten  diese  Gleichungen  überall,  d.  h.  es  ist  V  constant,  da  die 
Diiferentialquotienten  von  V  auch  die  Eigenschaften  besitzen,  die  bei 
V  vorausgesetzt  sind. 

Wir  knüpfen  hieran  noch  den  folgenden  Satz,  Es  sei  d/"  ein 
Element  eines  endlichen  Theiles  der  o;?/- Ebene,  k  eine  Function 
seiner  Coordinaten,  q  seine  Entfernung  von  dem  Punkte  (o;,  y)  der- 
selben Ebene  und 


U 


-2  Arf/lg();  29) 


dann  ist  U  eine  P\mction  von  x  und  //,  die  mit  ihren  ersten  Diffe- 
rentialquotienten in  der  ganzen  a;?/- Ebene  einwerthig  und  stetig  ist 
und  innerhalb  der  Fläche,   deren  Element  <?/"  bedeutet,  der  Gleichung 

wo  k  sich  auf  den  Punkt  (x,  y)  bezieht,  ausserhalb  derselben  der 
Gleichung 

cx^    '"  dy"^ 
genügt. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  das  Potential  Sl 
eines  der  2: -Achse  parallelen  Cylinders,  dessen  Querschnitt  die  Fläche 
ist,  deren  Element  wir  df  genannt  haben,  für  dessen  Grundflächen 
z  =  +  7  ist,  wo  y  eine  Constante  bezeichnet,  die  unendlich  gross 
ist  gegen  die  Coordinaten  aller  Punkte,  für  welche  ü  berechnet 
werden  soll,  und  der  so  mit  Masse  erfüllt  ist,  dass  k  die  Dichtigkeit 
in  dem  Faden  ist,  der  dem  Elemente  df  entspricht.  Nennen  wir 
noch  c  die  2- Ordinate  eiues  Punktes  des  Cylinders,  so  ist  für  den 
Punkt  (x,  y ,  z) 


,-v  I    ^  kdfdc 


oder  nach  27) 
d.  h.  nach  29) 


ß 


JJ  VQ'  +  ic-zy' 

—  y 

=  -2  l^kdrOgQ-Ag^y) 


il==U  -{-2\g2y    Ckdf .  30) 

Erwägt  man,  dass  das  zweite  von  den  beiden  Gliedern  auf  der  rechten 
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Seite  des  Gleichheitszeichens  eine  Constante,  dass  ferner  in  dem 
ganzen  betrachteten  Räume  Sl  mit  seinen  ersten  Differentialquotienten 
einwerthig  und  stetig,  z/ü  innerhalb  des  Cylinders  ==  —  4:;rA:und 
ausserhalb  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  ausgesprochene  Be- 
hauptung. 

Noch  bemerken  wir,  dass,  wenn  der  Punkt  (x,  y)  in  die  Unend- 
lichkeit rückt  und  R  seine  Entfernung  vom  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  bezeichnet,  nach  der  in  29)  von  U  gegebenen  Definition 

U  =  -2\sRjkdf,    fl^-2^Jkdf,    ll^-2l^Jkif 

ist;  es  wird  also  U  unendlich  gross,  seine  Differentialquotienten  aber 
verschwinden. 


Siebenzehnte  Vorlesung. 

(Transformation  der  Gleichung  z/qp  =  0  in  beliebige  orthogonale  Coordi- 
naten.  Elliptische  Coordinaten.  Strömungen  in  den  Linien,  welche  ein  System 
confocaler  EUipsoide  senkrecht  schneiden.  Darstellung  des  Geschwindigkeits- 
potentials dieser  Strömungen  als  Potential  von  Massenschichten.  Flüssigkeits- 
volumen, welches  in  der  Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt  fliesst.  Wider- 
stand. Stromlinien,  welche  ein  System  confocaler  Hyperboloide  senkrecht 
schneiden.) 

§  1. 
Eine  jede  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  ^q)  =  0, 
deren  erste  Differentialquotienten  nach  x,  y,  z  in  einem  gewissen 
Räume  einwerthig  und  stetig  sind,  stellt  eine  mögliche  Bewegung 
einer  incompressibeln  Flüssigkeit  in  diesem  Räume  dar.  Im  Allge- 
meinen wird  das  Geschwindigkeitspotential  tp  von  der  Zeit  abhängig 
sein;  wir  werden  für  jetzt  nur  solche  Fälle  ins  Auge  fassen,  in  denen 
das  nicht  stattfindet;  in  jedem  Punkte  ist  dann  die  Geschwindigkeit 
zu  verschiedenen  Zeiten  dieselbe,  die   Bewegung  ist,  wie  man  sagt, 

eine  stationäre.  Da  ^-  ,  ^- ,  ^  —  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit nach  den  Coordinatenachsen  sind,  so  ist  diese  überall  senkrecht  auf 
den  Flächen  cp  =  const.,  die  Bewegung  geht  in  den  Linien  vor  sich, 
die  diese  Flächen  senkrecht  schneiden ;  man  nennt  diese  Linien  daher 
auch,  wie  früher  schon  erwähnt,  Stromlinien.  Ist  die  Flüssigkeit 
durch    feste    Wände    begrenzt,    so    muss    für   alle    Elemente    dieser 

^  ==  0  sein  oder,  was  dasselbe  ist ,   es  müssen  diese   Wände   durch 

Stromlinien  gebildet  sein. 

Ein  Mittel,  welches  man  anwenden  kann,  um  Lösungen  jener 
partiellen  Differentialgleichung  zu  finden,  die  Flüssigkeitsbewegungen 
darstellen,  welche  von  Interesse  sind,  besteht  in  der  Einführung  neuer 
Coordinaten  an  Stelle  von  x,  y,  z.  Dieses  Mittel  wollen  wir  anwenden 
und  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichung  z/go  =  0  in  neue  Coordinaten 
transformiren,  die  wir  w,  y,  tv  nennen.  Hierbei  dürfen  wir  qp  als 
einwerthig  und  stetig  annehmen;  denn  wenn  in  dem  gegebenen  Räume 
cp  diese  Eigenschaften  nicht  besitzt,  so  lässt  derselbe  in  solche  Theile 
sich  zerlegen,  dass  innerhalb  eines  j^den  Theiles  cp  eine  einwerthige, 
stetige  Function   oder  ein  System  von  einwerthigen ,   stetigen  Func- 
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tionen  ist  (die,  wenn  cp  ein  Geschwindigkeitspotential  ist,  durch 
additive  Constanten  sich  von  einander  unterscheiden).  Für  jeden 
dieser  Theile  gilt  chinu  die  Differentialgleichung,  die  wir  unter  der 
genannten  Annahme  ableiten  werden.  Diese  berechtigt  zur  Anwen- 
dung des  Satzes,  der  am  Ende  des  §  5.  der  vorigen  Vorlesung  be- 
wiesen ist,  des  Satzes,  dass,  falls  zl(p  =  0, 

ist,  wenn  man 

^-p^i^'  +  ^'  +  i^)'  1) 

ausgedehnt  über  einen  beliebigen  Raum,  setzt,  für  dessen  Oberfläche 
man  g)  als  gegeben  annimmt. 

Es  ist 

dx  =  TT-  du  4- 7s-  dv  4-  ^^  div 

du  '    cv  '    ctv 

dy=^^du-{-^dv-{-p-dio  2) 

j  dz    ■,      I    dz  j      \    dx    ■, 

dz  =  ^^  du  -\-  -7^  dv  -+-  iK-  dw  : 

Cu  '      ov  '     ow  ' 

wir  wollen  annehmen,  dass  m,  v,  w  die  Eigenschaft  haben,  dass  die 
Gleichungen 

d^dx_    ,dji_dy_    \    dz_  dz^ r^ 

du  dv  ~*    du  dv        du  dv 

d£dx,dy_dy^.dz^dz^^Q 

dv  dw    '    dv  dw  ~  dv  dw  J 

dx  dx    ,   dy  dy    ,    dz  dz  /^ 

dw  du  ^^  dw  du    '^  dw  du 

bestehen,  und  wollen 

u^      ^du'  ^  ^du'  ^  ^du^ 

w^        ^dw>    ^  ^dw^    ^  ^dw> 

mit  der  näheren  Bestimmung  setzen,  dass  U,  V,  W  positiv  sind. 
Die  Gleichungen  2)  geben  dann 

ä^-"  +  iy'  +  äz''  =  (f  /  +  C^)'  +  C^)' .  5) 

Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass,  wenn  man  dx,  dy ,  dz  als  die  Coor- 
dinaten  eines  dem  Punkte  {x,  y,  z)  unendlich  nahen  Punktes  in 
Bezug  auf  ein  Coordinatensystem  betrachtet,  dessen  Anfangspunkt 
[x,  y,  z)  ist  und  dessen  Achsen  denen  der  x,  y,  z  parallel  sind, 

-jj- ,  T?,  -T?F  die    Coordinaten    desselben   Punktes    in  Bezug   auf  ein 
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zweites,  rechtwinkliges  Coordinatensystem  sind,  dessen  Anfangspunkt 
derselbe  ist,  dessen  Achsen  aber  andere  Richtungen  haben.  Schreibt 
man  die  Gleichungen  2) 

^„ /•/  ^■^'  fi^'  _J_  F  ^^'  ^"  _i_  H/  ^^  '^"^ 

/^^~  ^  du   U"^  ^  dvl^'^  '^  d^W 

^^J  —  ^  du    U  ^  ^  dv    V  ^  ^  dw  W 
,      jj  dz  du     1^   ^  dz  du     (^  jjy.  dz  dw 

^^  ~     dVi  T  ~T~  ^  d^  1^  ^  ^  fTvW  ' 

so  sind  die   Coefficienten  von  -^r ,  -^^ ,  ^;v  in  ihnen  die  Cosinus  der 

Winkel,  welche  die  Achsen  der  beiden  Systeme  mit  einander  bilden. 
Den  Gleichungen,  welche  du,  dv,  div  durch  dx,  dy ,  dz  ausdrücken, 
kann  man  die  Form  geben 

du  du  du 

dv  dv  d'v 

•fJL^fa^  +  fay  +  ^äz 

dtv  dw  dtv 

dw        dx   -,       \    dy    ■,      \    dz    , 
-^=:--dx-i--^  dy-\-j^dz 

und  die  Coefficienten  von  dx,  dy,  dz  sind  dann  hier  dieselben 
Cosinus.     Hieraus  folgt 

«"  =  0'  +  0'  +  (f?)' 

^ cu  dv    f^  du  dv  1^  du  dv 

dx  dx  '^  dy  dy        dz  dz 

^ dv^  dv^    1    dv_  dw  [dv  dtv 

dx  dx  ~^  dy  dy  '    dz   dz  J 

,s. div  du    1^  d'w  du  1^  dw  du 

dx  dx    '   dy  dy  '    dz  dz 

Die  3  letzten  von  diesen  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die  Flächen 

u  =  const ,     V  =  const ,     ta  =  const 

sich  senkrecht  schneiden,  dass  m,  v,  lo  sogenannte  orthogonale  Coor- 
dinaten  sind.  Dieser  Bedingung  müssen  w,  y,  w  genügen,  wenn 
die  Gleichungen  3)  erfüllt  werden  sollen;  genügen  sie  ihr,  so  be- 
stehen aber  auch  diese  Gleichungen. 
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Aus  dem  Schlüsse,  den  wir  aus  der  Gleichung  5)  gezogen  haben^ 
folgt  weiter,  dass  wir  das  Element  des  Volumens,  dt, 

du dv  dw 

~~   U    V   w 

setzen  können,  wenn  wir  du,  dv,  dw  positiv  wählen. 
Ferner  ist 

dcp  dcp  du  _i    Sqp  dv     |_  dq>  dw 

~'~  'dv  dx    '   dw  dx 

I    d(p  dy_    .dff  dw 
'    dv  dy  "^  dw  dy 


dx 

du  dx 

dtp 

dcp  du 

dy 

du  dy 

dcp 

dcp  du 

dz 

du  dz 

.   dqp  dv_    I    dcp  dw 

^^^  dv  dz  ^  dw  dz 


also  nach  6)  und  7) 


Hiernach  wird  die  Gleichung  1) 

Dieses  ß  ist  nun  ein  Minimum,  wenn  /l(p==0  und  an  der  Ober- 
fläche des  betrachteten  Raumes  (p  gegeben  ist;  d.  h,  es  ist  für  ein 
beliebiges  öcp,  das  nur  an  der  Oberfläche  verschwinden  muss, 

1  J  J  \VW  du    du     '    WU  dv    dv      '    U F dw   dw  J 

oder,  wenn  man  die  Theile  dieses  Integrals  partiell  integrirt,  also 
eine  Operation  ausführt,  die  derjenigen  ganz  entspricht,  durch 
welche  wir  die  Gleichung  14)  der  vorigen  Vorlesung  abgeleitet 
haben,  und  benutzt,  dass  an  den  Grenzen  der  Integration  dcp  ver- 
schwindet, 

' =///"" "" '"  (^«  ^  ^  '^^ + ^-  (j^  ^'^ + «^  (^  '^y^ 

oder  endlich 

0  =  1    (-^    ^\    J_  1  (J^   ^\    J.  A    (]^  ^\  QN 

du\VW  du)'^  dv\WU  dv)  "^  dw\UV  dw)'  ^' 

Diesen  Schlüssen  liegt  die  Voraussetzung  mit  zu  Grunde,  dass  die 
Grenzen  von  u,  v,  tv  in  die  Grenzen  des  betrachteten  Raumes  fallen; 
eine  Voraussetzung,  die  man  immer  erfüllen  kann,  indem  man  den 
Raum  in  passende  Theile  zerlegt  und  diese  Theile  einzeln  betrachtet. 
Noch  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung  8),  die  die  gesuchte 
Transformation  der  Gleichung  zJcp  =  0  ist,  ungeändert  bleibt ,  wenn 
das  Vorzeichen  einer  der  Grössen  U,    V ,    W  in  das  entgegengesetzte 
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verwandelt  wird.  Die  Festsetzung,  die  wir  gemacht  haben,  dass 
diese  Grössen  positiv  sind,  ist  daher  in  Bezug  auf  das  gewonnene 
Resultat  überflüssig. 

§2. 

Wir  werden  jetzt  annehmen,  dass  ii,  v,  w  sogenannte  elliptische 
Coordinaten  sind;  wie  wir  beweisen  werden,    sind  diese  orthogonale. 
Die  Gleichung 

stellt  eine  Oberfläche  zweiten  Grades  dar,  deren  Mittelpunkt  der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  ist,  und  deren  Hauptachsen  die  Rich- 
tungen der  Coordinatenachsen  haben.     Es  sei 

d'  >  ^2  >  c2 , 

dann  sind  die  Entfernungen  der  Brennpunkte  der  Hauptschnitte  von 
dem  Mittelpunkte 

die  beiden  ersten  Paare  derselben  liegen  auf  der  x- Achse,  das  dritte 
liegt  auf  der  ?/- Achse.  Die  Brennpunkte  sind  also  unabhängig  von 
X  und  die  durch  die  Gleichung  9)  bei  verschiedenen  Werthen  von  l 
dargestellten  Oberflächen  heissen  daher  confocale.  Damit  dieselben 
reell  sind,  muss  l  zwischen  -|-  (x>  und  —  a^  liegen.  Sie  zerfallen  in 
3  Gruppen  nach  den  Werthen  von  A,     Wenn 

-f  cx)  >  A  >  —  c2 

ist,  so  sind  die  3  Glieder  der  linken  Seite  der  Gleichung  9)  positiv, 
die  Fläche  ist  ein  Ellipsoid,  sie  wird  durch  jede  der  3  Coordinaten- 
achsen in  reellen  Punkten  geschnitten.     Ist 

—  c2  >  A  >  —  &^ 

so  sind  nur  die  beiden  ersten  jener  3  Glieder  positiv,  das  dritte  ist 
negativ,  die  Fläche  wird  von  der  x- Achse  und  der  y- Achse  in  reellen 
Punkten  geschnitten,  nicht  aber  von  der  2 -Achse;  sie  ist  ein  ein- 
schaliges Hyperboloid.    Ist  endlich 

so  ist  nur  das  erste  jener  3  Glieder  positiv,  nur  durch  die  a:- Achse 
wird  die  Fläche  in  reellen  Punkten  geschnitten;  diese  ist  ein  zwei- 
schaliges  Hyperboloid. 

Durch  jeden  Punkt  {x,  y,z)  geht,  bei  gegebenen  Werthen  von 
a,  b,  c ,  je  eine  Fläche  jeder  dieser  3  Gattungen.  Die  Gleichung  9)  ist 
nämlich  eine  Gleichung  dritten  Grades  für  A  und  ihre  drei  Wurzeln 
liegen  immer  in  den  bezeichneten  3  Intervallen.    Um  einzusehn,  dass 
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zwischen  -{■  oo  und  —  c^  eine  Wurzel  liegen  muss,  hat  man  nur  zu 
überlegen,  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  für  /l  =  -f-  ^^o  ver- 
schwindet und  -f"  <5o  wird  für  A  =  —  c"^  ~\-  s,  wo  £  eine  positive, 
unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet,  für  jenen  Werth  von  /l  also 
kleiner,  für  diesen  grösser,  als  die  rechte  Seite  derselben  ist.  Zwi- 
schen —  c^  und  —  b-  muss  eine  Wurzel  liegen,  weil  die  linke  Seite 
der  Gleichung  —  oo  für  A  =  —  c^  —  e  und  -{-  oo  für  X  ==  —  b"^  -{-  e 
wird ;  dass  endlich  zwischen  —  b^  und  —  «^  ebenfalls  eine  Wurzel 
liegen  muss,  folgt  durch  eine  ähnliche  Schlussweise.  Die  drei  Wur- 
zeln der  Gleichung  9),  die  einem  Punkte  (x,  y ,  z)  entsprechen,  nennt 
man  elliptische  Coordinaien  desselben.  Wir  wollen  sie  durch  w,  v,  iv 
bezeichnen  und  festsetzen,  dass 

ist.     Es  ist  dann 


-\-  OO  y  n  y  —  c^ 

-v,2                        0/2                          -2 
ß2_^„       1       fc2-j-„      1       c2^„—    A> 

_    C2    >  y  >  —  &2 

—  b'^ywy  —  «2 

10) 


Jedem  Punkte  {x,  y ,  z)  entspricht  hiernach  nur  ein  Werthsystem 
von  M,  V,  IV.  Sind  umgekehrt  u,  v,  w  gegeben,  so  sind  x^,  y"^,  z'^ 
eindeutig  bestimmt,  denn  sie  sind  aus  linearen  Gleichungen  zu  be- 
rechnen; die  Vorzeichen  von  x,  y,  2:  aber  bleiben  unbestimmt ;  jedem 
Werthsystem  von  u,  v,  w  entsprechen  also  im  Allgemeinen  8  Punkte, 
von  denen  je  einer  in  jedem  der  8  Räume  liegt,  die  die  Coordinaten- 
ebenen  von  einander  abgrenzen. 

Die  Ausdrücke  von  x^,  ?/-,  2^  durch  w,  v,  w  findet  man  am 
leichtesten,  wenn  man  erwägt,  dass,  da  u,  v,  iv  die  Wurzeln  der 
Gleichung  9)  sein  sollen,  für  jeden  Werth  von  A 

a^-       ,   _y!_    ,    __^ i  ^  ju  -  X)  {v  -l){w-  V) 

sein  muss,  und  hier  ar  -\-  l  oder  IP  -\-  l  oder  c""-  -\-  k  einer  unendlich 
kleinen  Grösse  gleichsetzt.     Man  erhält  dann 


X^ 


(«2  —  b^)  («2  —  c») 


^    ~         (b'^  —  c^)  (b^  —  a^)  ^'^J 

^2  _  (c2  +  u)  (c2  +  »)  (c"  +  ^^) 

(C2  —  ß2)  (C2  —  Ä«)  '  - 

Aus   der  identischen  Gleichung  11)  wollen  wir    noch  einen  andern 
Schluss  ziehen.     Differentiirt  man  dieselbe  nach  A,  so  erhält  man 
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y 


I     /-AS  _L  1\2  "T 


(flS  +  ly    '    (6«  +  X)«    '    (c«  +  A)« 

(;<  -  A)  {v-  X)  (_w  -  A)  /_J , 1 , 1 , 1 ,        \ , 1_\ 

■  {a'' -{- 1)  {b^  +  X)  {c^ -\- X)\n  —  X  ~^  v  ~  X  '^  w-X  ~^  a'-^X    '    i^  +  i     •"  c»  +  y  ' 

setzt  man  u  —  k  oder  v  —  l  oder  w  —  A  unendlich  klein,    so    folgt 
hieraus 

x^  1^         y^  1^         2*         (u  —  v)  (u  —  w) 

(fl2  +  «)*  "^  (6*  -i-  tif  "^  (c^  +  M;2  "~  (fl8  +  ?<)  (6«  -I-  m)  (c«  +  m) 

a:^  1  U^  I  z"         (i^  —  w)  («  —  m)  ^  o\ 


(ßä  +  vY    '    (A*  +  vf    '    (c«  4-  ü)2         («2  +  v)  (ö"  +  v)  (c*  +  w) 
o;'  1^         y*         j^         2^         {w  —  %i)  {%v  —  v) 


(ff2  +  w)2     '    (A«  +  w)2     I     (c?4-m;)2  («2 -f- w;  (ä2  +  u;)  (c»  +  u;) 

Zu  diesen  Gleichungen ^fügen  wir  diejenigen,  die  entstehen,  wenn 
man  je  zwei  der  Gleichungen  10)  von  einander  abzieht;  sie  sind  die 
folgenden : 

--*  ?y2  z2 


(«2  4-  a)  (a2  +  ü)     '    (62  +  u)  (6«  +  d)     '    (c«  +  «)  (c«  +  v) 


(«2  -f  „)   («2  _f-  ,t;)       I      (^2  4-  »)   (62  +  xv)    ~    (C«  4-  W)  (C2  +  l<;)  •^^>' 

'^ I t— I t =  0   . 

(«2  -j-  w)  («2  +  u)       I      (62  -f-  lo)  (62  -}-  u)    ^  (c2  -f  M,)  (c*  +  ?<) 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  12)  partiell  nach  u  oder  v  oder  ?^' 
und  dividirt  das  Resultat  jedesmal  durch  diejenige  dieser  Gleichungen, 
aus  der  es  hergeleitet  ist,  so  erhält  man 

dx  .       X  dx  \       ^  ^^  1       * 


du  ^  a^  -{-  u  '      dv  ^a2_J_t,>      gy,  2  ß«  _j_  ,|;  J 

2:  1         z  ^r    ,         z  dz    .         z 


<^M  •^     c2  -}-  «    '         Sf  ^   C2  -|-  2^    '         dw  ^    ß2  _|_  jj, 

Die  Gleichungen  15)  und  14)  geben  die  Gleichungen  3),  welche  ein 
Criterium  dafür  bilden,  dass  «,  v,  iv  orthogonale  Coordinaten  sind. 
Die  Gleichungen  15),  13)  und  4)  erlauben  Z/^,  F^,  W^  zu  berechnen. 
Sie  geben 

^2  _  4  (g^  +  u)  (62  -f  t^)  (c2  +  u^ 

(w  —  »)  C"  —  '") 

^2  _  4  (^± '0_(*l+!0(ci±jO  ^ g. 

(w  —  w)  (u  —  u)  * 

jf^2  ^  ^  (a'  +  w)  (&'  +  ■«')  (c'^  +  «^)  . 
(tp  —  u)  (w  —  v) 

Wir  schliessen  hier  noch  eiiie  Gleichung  an,  die  aus  15)  sich  ergiebt, 
und  von  der  wir  später  Gebrauch  zu  machen  haben  werden.  Aus 
der  identischen  Gleichung 
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u  =  u  , 

in  der   auf  der  rechten  Seite  u  durch  x,  y,  z  und  x,  ij,  z  durch 
u,  V,  w  ausgedrückt  gedacht  werden  sollen,  folgt 

^  du  dx    y    du  dy    ,    du  dz 

d^d^~^  dyd^  "^  dz  du  ' 

also  nach  15) 

n X      du     I         y       du     I         z       g«  ^  „, 

'^■~  a^-\-udx~^  b^-\-udy  ~^  c^  +  u  dz   '  '  ^^J 

Die  Differentialquotienten  von  u,  v,  w  nach  x,  y,  z  kann  man 
leicht  berechnen  aus  den  Differentialquotienten  von  x,  y,  z  nach 
«,  ?;,  ^^'  mit  Hülfe  der  Relationen 


18) 


die  aus  der  Bemerkung  sich  ergeben,  die  wir  bei  den  im  vorigen  § 
zwischen  dx,   dy,   dz  und  -^ ,  -pr ,  -™     aufgestellten     Gleichungen 

über  die  in  ihnen  vorkommenden  Coefficienten  gemacht  haben. 

Sehen  wir  jetzt  zu,  welches  die  Flächen  sind,  in  welche  die 
Flächen  w  =  const.,  v  =  const.,  iv  =  const.  übergehn,  wenn  u,  v 
oder  w  sich  einer  Grenze  des  Intervalls  nähert,  in  dem  es  liegen  muss. 
Wir  finden  diese  aus  den  Gleichungen  10). 

Ist  M  =  -{-  <X),  so  stellt  die  erste  dieser  Gleichungen  eine  unendlich 
grosse  Kugel  dar,  deren  Radius  }/u  ist. 

Ist  u  =  —  c^  +  fj  wo  s  wieder  eine  positive,  unendlich  kleine 
Grösse  bedeutet,  so  giebt  dieselbe  Gleichung 

hierdurch  ist  die  Fläche  einer  Ellipse  dargestellt,  die  in  der  a:?/ -Ebene 
liegt,  deren  Halbachsen  die  Längen  Y  a'^  —  c^ ,  j/b^  —  c"^  und  die 
Richtungen  der  x-  und  «/-Achse  haben. 

Ist  V  =  —  c^  —  s ,  so  folgt  aus  der  zweiten  jener  Gleichungen 


du  J-J2  dx 

dx            du  ' 

dv    yi  dx 

dx             dv  ' 

dw 
d'x 

dw 

dy             du  ' 

^  =  F^  ^^ 
dy              dv  ' 

dw 

Ow 

du        JJ2  dz 

dz~  ^  du' 

dv         „2  ^^ 

dz  ~  ^  dv ' 

dw 

dz  ~~ 

ow 

0  und 


^—  4-  ~^— -  ->  1  • 

_  C2   ~   Ä«  —  C2    ^  ' 


das  sind  die  Gleichungen  des  Stückes   der  icy- Ebene,   welches  nach 
Ausschluss  der  eben  genannten  Ellipse  übrig  bleibt. 
Ist  V  =  —  b"^  -^  £^  so  hat  man 

2/  =  0  und  ^-p  -  ^f^  <  1  ; 
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die    hierdurch    bestimmte    Fläche    ist    der    zusammenhängende  Theil 
der  zx -Ebene,  der  durch  die  Hyperbel  begrenzt  ist,  deren  Gleichung 
aus  der  gefundenen  Ungleichheit  entsteht,  wenn  man  das  Zeichen  < 
durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzt. 
Ist  tu  =  —  b"^  —  £,  so  wird 

y  =  0  und  ^^  -  ^-^  >  1 , 

wodurch  die  beiden  nicht  zusammenhängenden  Theile  der  zo:- Ebene, 
die  durch  dieselbe  Hyperbel  begrenzt  werden,  dargestellt  sind. 

Ist  endlich  ^<;  =  —  a^  -{-  s ,  so  ergiebt  sich 

x  =  0 
ohne  weitere   Beschränkung;    die    in  Rede    stehende   Fläche  ist  die 
ganze  ?/z- Ebene. 

Alle  diese  Flächen  zusammengenommen  sind  also  die  unendlich 
grosse  Kugel  und  die  3  Coordinatenebenen.  Zugleich  sehen  wir  bei 
dieser  Ueberlegung  ein,  dass  eine  Gleichheit  zweier  der  3  Grössen 
?/,  y,  IV  nur  stattfindet  für  die  Ellipse 


^^'o 


n  =  V  = 


ist,  und  für  die  Hyperbel 

WO 

V  ==  w  =  —  h"^ 
ist.     Die  Ebenen  dieser  beiden  Linien  stehen  senkrecht  auf  einander 
und  eine  jede  von  ihnen  geht  durch  die  Brennpunkte  der  andern. 

Hat  man  statt  eines  Punktes  im  Räume  {x,  y,  z)  einen  Punkt 
(y,  z)  in  einer  Ebene  zu  betrachten,  so  gelten  Schlüsse  und  Formeln, 
die  den  entwickelten  ganz  analog  sind.  Die  auf  diesen  Fall  bezüg- 
lichen Formeln  können  aus  den  angegebenen  dadurch  hergeleitet 
werden,  dass  man  x  =  0  und  tv  =  —  a^  setzt. 

§3. 
Um  nun  für  die  elliptischen  Coordinaten  die  Gleichung  8)   zu 
bilden,  haben  wir  mit  Hülfe  von  16)  die  Werthe  von  yjp. ,  -j^ ,  -^ 
aufzusuchen.     Es  ergiebt  sich 

\'y  ^')  t   („2  _^  „)  (^J2  _j_  „)  (^c2  -f  V)  («2  +  W)  (0^  -\-  W)  (C2  -f  w)   ' 

Hiernach  ist  -prjp  eine  Function  von  w,  multiplicirt  mit  einer  Function 
von  V   und  tv]    das  Entsprechende    gilt  offenbar  von  ^^-^  und  j.-  • 

Kirch  hoff,  Mechanik.  14 
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Auf  diesem  Umstände  beruht  die  Möglichkeit  die  in  Rede  stehende 
Differentialgleichung  noch  einfacher  darzustellen  dadurch,  dass  man 
an  Stelle  von  u,  v,  w  gewisse  Functionen  von  je  einer  dieser  Grös- 
sen einführt.    Ist  nämlich  u^  eine  Function  von  u,  so  ist 

dfp d^  dui 

du        dui   du  ' 

also 

U     dcp U     dUi  dcp 

FW  Jii         ~VW  'düi  ä^  ' 

Nun  ist  es  nach  der  gemachten  Bemerkung  möglich  die  Function  u^ 

so  zu  bestimmen,   dass  der  Factor  von  ^  in  dieser  Gleichung  unab- 
'  ou^  ° 


hängig  von  u  wird;  ist  das  geschehn,  so  hat  man 
du\FWdu)        FW^'du^    dui^' 


Bezeichnet  man  durch  y,  und  iv^  Functionen  von  v  und  w,  die  in 
entsprechender  Weise  gebildet  sind,  und  multiplicirt  die  Gleichung  8) 
mit  UVW ,  so  wird  .dieselbe 

,  Ä^  |>^  +  v^  (4^)'  p,  +  W^  {pf  P.=-0.  21) 

Wir  merken  an,  dass  zugleich 

(r:)'+(|f)V(|!)  =^'(S)'  <:W+  '"(S)'  0>  ^r'(^f  et/  22) 

ist  in  Folge  des  Ausdrucks,  den  wir  für  die  Grösse  auf  der  linken 
Seite  des  Gleichheitszeichens  bei  Ableitung  der  Gleichung  8)  aufge- 
stellt ha.ben. 

Man  genügt  den  für  Wj ,  v^,  w^  genannten  Bedingungen,  wenn  man 

du 


du^  .=  — ^ 


y{a^  +  u)  (62  +  u)  (c«  -f  u) 


dv.=..  ""^ =  23) 


div^ 


dw 


V((^  +  w)  (Ä8  +  W)  (C*"+^ 

setzt.    Dadurch  werden  die  Gleichungen  21)  und  22) 

:_! ^ 1  d^(p    , 1 8^(p  ^  ^ 

[u  —  v)  (u  —  i*)  du,^         {v  —  w){v  —  u)  dvi^  ~T~  (w  —  u)  {w  —  v)  dwi"^ 

oder 

(„  _  ,.)  1^  _  („  -  „)  1^  +  („  -  „)  |l£  =  0  24) 


und 


^^^^ r^_^<' 1 rd^-.^  _, i_ fd^v^    ^^^ 

{u  —  v)[u  —  w)^dui^  {v  —  w){v~u)^dv/       '     {w  —  u){w~v)  ^div/  ' 
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Für  einen  Punkt  können  die  Werthe  von  n^,  v^,  iv^  und  die 
Vorzeichen  der  in  23)  vorkommenden  Wurzelgrössen  beliebig  gewählt 
werden;  für  andere  Punkte  sind  diese  Vorzeichen  dann  so  zu  be- 
stimmen, dass  v"  ,  -F  ■,  -^^  stetig  sind  in  dem  Gebiete,  in  dem  sie 
stetig  sein  sollen. 

§  4. 

Ein  Blick  auf  die  Differentialgleichung  24)  lehrt  gewisse  parti- 
culäre  Lösungen  derselben  kennen;  u^,  v, ,  w^  selbst  sind  solche. 
Verfolgen  wir  zuerst  die  erste  von  diesen  näher;  setzen  wir  also 

cp  z=u^  . 

Die  Oberflächen  rp  =  const.  sind  dann  die  confocalen  Ellipsoide 
u  =  const.  Sehen  wir  qp  als  ein  Geschwindigkeitspotential  an,  so 
sind  die  Stromlinien  die  Curven,  welche  auf  diesen  senkrecht  stehen, 
d.  h.  die  Schnittlinien  der  Hyperpoloide  v  =  const.  und  iv  =  const.; 
diese  bilden,  wie  wir  hier  nicht  beweisen  wollen,  ein  System  von 
Krümmungslinien,  welche  die  genannten  Hyperboloide  mit  einander 
gemein  haben.  In  dem  speciellen  Falle,  dass  a  =  h  ist,  sind  sie  die 
Hyperbeln,  deren  Ebenen  durch  die  z  •  Achse  gehen,  und  deren  Brenn- 
punkte auf  der  Kreislinie  liegen,  in  welche  die  Ellipse  19)  dann 
übergeht.  Immer  geht  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  der  genannten 
Ellipse  (die  eins  der  Ellipsoide  u  =  const.  ist)  eine  dieser  Linien  und 
schneidet  dieselbe  senkrecht.  In  der  Unendlichkeit,  wo  u  unendlich 
ist,  sind  nach  den  Gleichungen  12)  die  Verhältnisse  von  x^  :  y"^  :  z^, 
also  auch  die  Verhältnisse  von  x  :  y  :  z  von  u  unabhängig ;.  d.  h.  die 
Linien  sind  Gerade,  die  nach  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten 
hin  oder  von  ihm  fort  gehen.  Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  ist 
der  Gleichung  25)  zufolge 

[n  —  v)  [u  —  w)  ■' 

oder  nach  der  ersten  der  Gleichungen  13) 

_i 

Die  Geschwindigkeit  hat  daher  überall  im  Endlichen  einen  bestimmten, 
endlichen,  stetig  sich  ändernden  Werth,  nur  in  der  Ellipse  39),  in 
der  u  =  v  ist,  ist  sie  unendlich;  in  der  Unendlichkeit  ist  sie 


wenn  r  die  Entfernung  des  betrachteten  Punktes  vom  Anfangspunkte 
bedeutet,    weil   dann,   wie  wir  im   vorigen  §  gesehen  haben,  w  =  r^ 
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ist.  Die  Richtung  der  Bewegung  kann  in  jedem  Punkte  die  eine 
oder  die  andere  von  den  beiden  Riehtungen  sein,  welche  die  durch 
diesen  Punkt  gehende  Stromlinie  in  ihm  hat.  Hierauf  beruht  es^ 
dass  (p  oder  u^,  abgesehn  von  der  additiven  Constanten,  die  bei 
dieser  Function  willkührlich  geblieben  ist,  noch  mannigfaltiger  Art 
sein  kann.  Allerdings  kann  die  Richtung  der  Bewegung  im  Innern, 
der  Flüssigkeit  nicht  sprungweise  in  die  entgegengesetzte  übergehn ; 
das  ist  aber  möglich  an  einer  Fläche,  welche  den  Zusammen- 
hang der  Flüssigkeit  unterbricht.  Die  Richtung  der  Bewegung  in 
einem  Punkte  umkehren,  ist  dasselbe,  wie  der  Wurzelgrösse,  die  in 
der  ersten  der  Gleichungen  23)  vorkommt,  das  entgegengesetzte  Zei- 

chen  geben;  bei  der   Umkehrung  dieses    Zeichens    erhalten    ja  ^  , 

7p- ,  -P;  entgegengesetzte  Werthe.     Im  Innern   der  Flüssigkeit  darf 

diese  Wurzelgrösse  ihr  Zeichen  nicht  ändern,  wo  sie  nicht  Null  ist; 
sie  ist  =  0  in  der  Fläche  der  mehrfach  genannten  Ellipse,  und  allein 
in  dieser,  da  hier  u  =  —  c^  ist.  Ist  diese  Fläche  nicht  eine 
Grenze,  so  muss  bei  dem  Durchgange  durch  sie  das  Vorzeichen  der 
Wurzelgrösse  geändert  werden,  weil  dabei  das  Vorzeichen  von  du 
sich  ändert,  da  —  c^  der  kleinste  Werth  ist,  den  u  annehmen  kann, 
und  weil  ity  fortfahren  muss  zuzunehmen  oder  abzunehmen.  An 
keinem  andern  Punkts  im  Innern  der  Flüssigkeit  kann  ein  Zeichen- 
wechsel der  Wurzelgrösse  stattfinden.  Es  folgt  daraus,  dass  eine 
durch  die  Gleichung  cp  =  u^^  dargestellte  Bewegung  nicht  möglich  ist, 
wenn  nicht  eine  Fläche  in  der  Flüssigkeit  sich  befindet,  die  ihren 
Zusammenhang  unterbricht.  Als  solche  Fläche  kann  jede  Fläche 
dienen,  die  durch  die  Ellipse  19)  vollständig  begrenzt  ist.  Man  hat 
sich  dann  vorzustellen,  dass  jedes  Element  der  gewählten  Fläche  auf 
beiden  Seiten  Flüssigkeit  ausströmen  lässt  oder  einsaugt.  Unter  der 
Annahme,  dass  die  Fläche  ganz  im  Endlichen  liegt,  kann  man  noch 

festsetzen,  dass  in  der  Unendlichkeit  u^  verschwindet  und  -^  negativ 

ist,  also,  nach  den  über  die  Geschwindigkeit  gemachten  Angaben, 
für  ein  unendlich  grosses  r 


ist.  Es  wird  dadurch  Wj  vollständig  bestimmt.  Aendert  man  die  Fläche, 
so  ändert  man  dadurch  den  Werth  von  ii^  nur  in  dem  Räume,  den 
die  Fläche  bei  ihrer  Veränderung  beschreibt. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  w,  sich  darstellen  lässt  als  die  Summe 
der  Potentiale  einer  einfachen  Massenschicht  und  einer  Doppelschicht, 
die  in  der  gewählten  Fläche  liegen.  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir 
uns  die  letztere  umgeben  mit  einer  beliebigen,  geschlossenen  Fläche, 
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deren  Element  ds  sein  möge,  während  n  die  nach  Aussen  gekehrte 
Normale  von  ds  bezeichnen  soll.  Für  irgend  einen  äusseren  Punkt 
ist  dann  nach  der  Gleichung  17)  der  vorigen  Vorlesung  und  der 
Verallgemeinerung,  die  dieser  in  §  7.  derselben  Vorlesung  gegeben 
ist, 

1     r  ,        ^7         1    rdsdu,  27) 

Nun  denken  wir  uns  die  Fläche,  deren  Element  ds  ist,  so  zu- 
sammengezogen, dass  sie  aus  zwei  Flächenstücken  besteht,  die  in 
die  ursprünglich  gedachte,  durch  die  Ellipse  19)  begrenzte  Fläche 
fallen,  und  einer  unendlich  dünnen  Röhrenfläche,  welche  diese  El- 
lipse umschliesst,  und  deren  senkrechte  Querschnitte  Kreise  sind,  die 
den  unendlich  kleinen  Radius  q  und  ihre  Mittelpunkte  in  der  Ellipse 
haben.  lieber  diese  Röhrenfläche-  ausgedehnt,  verschwinden  die 
beiden  in  27)  vorkommenden  Integrale,  weil  w,  für  q  ==0  nicht  unend- 
lich wird.  In  der  That  wird  für  p  =  0  der  Werth  von  ^<^  nicht 
unendlich,  sondern 

=    i—. ^^^=^  d.  h.  =  2  A '^^ ...^^  ;  28) 

dass  aus  diesem  Grunde  das  erste  der  beiden  in  27)  vorkommenden 
Integrale,    über    die    Röhrenfläche    ausgedehnt,    verschwindet,    sieht 

gl  g  i 

man  ein,  wenn  man  erwägt,  dass  ^  oder,  was  dasselbe  ist,    ji^  an 

dn  dq 

dieser  überall  endliche  Werthe  hat,  die  Grösse  der  Röhrenfläche  aber 
von  der  Ordnung  von  q  ist.     Was  das  zweite  jener  beiden  Integrale 

anbelangt,  so  ist  -^   d.    h.    ^^    allerdings    unendlich    gross,    aber 

p 

Q  ~  unendlich  klein,   da  u^   für   q  =  0  nicht  unendlich  wird   und 

1'-,  d.h.  -p  ^  nach    aufsteigenden  gebrochenen  Potenzen    von  q 

entwickelbar  ist;  da  die  Grösse  der  Röhrenfläche  von  der  Ordnung 
von  Q  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  auch  dieses  zweite  Integral  über  die 
Röhrenfläche  ausgedehnt  verschwindet.  Bei  der  Bildung  der  Glei- 
chung *27)  hat  man  daher  nur  die  Flächenstücke  zu  berücksichtigen, 
welche  in  die  ursprünglich  gedachte,  durch  die  Ellipse  19)  begrenzte 
Fläche  fallen.  Wir  wollen  jetzt  unter  ds  ein  Element  dieser  Fläche, 
mit  Ausschluss  eines  unendlich  schmalen  Streifens  an  der  begrenzen- 
den Ellipse  verstehen.  In  jedem  der  beiden  Integrale  der  Gleichung 
27)  kommt  dann  jedes  ds  zweimal  vor.  Wir  wollen  die  beiden 
Seiten  dieses  Elements  als  die  innere  und  die  äussere  unterscheiden, 
und  zwar  soll  die  innere  diejenige  sein,  von  der  aus  man  nicht  in 
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die  Unendlichkeit  kommen  kann,  ohne  entweder  durch  die  Fläche, 
der  ds  angehört,  oder  durch  die  Fläche  der  Ellipse  19)  zu  gehen; 
es  sei  ferner  n  die  nach  der  innern  Seite  gerichtete  Normale  von  ds 
und  das  Zeichen  w,  unter  den  Integralzeichen  beziehe  sich  auf  die 
innere  Seite  von  ds,  vi^ährend  für  die  äussere  Seite  das  Zeichen  u^' 
gebraucht  werden  soll.     Dann  wird  die  Gleichung  27) 

"'  =  Inj   ^'  (^1  -  "'  ^    dn   -I^J   VW~  Tn)  '  ^^) 

wodurch  u^  in  der  Weise  dargestellt  ist,  in  der  es  nach  der  ausge- 
sprochenen Behauptung  darstellbar  sein  sollte. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Fläche,  deren  Element  ds  bedeutet, 
die  Fläche  der  Ellipse  19)  selbst  ist,  so  verschwindet  das  erste  von 
den  beiden  in  29)  vorkommenden  Integralen ;  denn  in  der  Fläche 
der  Ellipse  ist  w  =  —  c^,  es  hat  also  Wj  und  u^'  den  in  28)  angegebenen 
Werth.    Es  ist  dann 


=/? 


h 


es  ist  ^/,  als  ein  Potential  giner  einfachen  Massenschicht  dargestellt, 
deren  Dichtigkeit  h  durch 


4:71  [dn  dn  J 


bestimmt  ist.  Für  n  kann  hier  nach  Willkühr  die  nach  der  einen 
oder  nach  der  andern  Seite  gekehrte  Normale  der  Fläche  der  Ellipse 
gewählt  werden;  benutzt  man,  dass  diese  Fläche  von  den  Stromlinien 
senkrecht  geschnitten  wird,  so  findet  man  aus  der  in  2Qd)  über  die 

Geschwindigkeit  gemachten  Angabe,   indem  man    ^  \_     mit  Hülfe  der 

ersten  der  Gleichungen  10)  eliminirt, 

h  = 


n  y(a^  -  c«)  (6^  -  c»)   yX  —  -^ 


y 


b^  —  C2 

Die  Masse   der  ganzen  Schicht  findet  man  unmittelbar  aus  der  Be- 
merkung, die  wir  gemacht  haben,  dass  in  der  Unendlichkeit  w,  =  — 

ist;  daraus  folgt  diese  Masse  =  2. 

Wir  bemerken  beiläufig,  dass  diese  Resultate  für  die  Elektri- 
citätslehre  insofern  von  Wichtigkeit  sind,  als  sie  die  Gleichgewichts- 
vertheilung  der  Elektricität  auf  einer  leitenden  elliptischen  Scheibe 
kennen  lehren.  Die  Elektricitätsmenge ,  welche  in  einem  Leiter  das 
Potential  1  hervorbringt,  nennt  man  die  Capacitäi  desselben;  nach 
28)  ist  daher  die  Capacität  einer  elliptischen  Scheibe,  deren  Halb- 
achsen  }/a^  —  c^  und  j/b"^  —  c^  sind,  das  Eeciproke  von 
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/ 


j^ 3Ch 

y{at  _  c»  4-  x*)  (i«  —  c«  +  a^J  ^ 

Ist  die  Fläche,  deren  Element  in  29)  mit  ds  bezeichnet  ist,  nicht 
die  Fläche  der  Ellipse  19),  so  gilt  der  jetzt  für  w,  entwickelte  Aus- 
druck auch  für  den  ganzen  Raum  mit  Ausschluss  des  durch  die 
beiden  eben  genannten  Flächen  begrenzten  Theiles ;  in  diesem  nimmt 
auf  jeder  Stromlinie  Wj  gerade  so  zu,  wie  es  hier  in  jenem  Falle 
abnahm.  Denken  wir  uns,  dass  die  genannte  Fläche  ins  Unendliche 
und  so  ausgedehnt  wird,  dass  ihr  im  Endlichen  liegender  Theil  mit 
dem  Theile  der  :c?/ -Ebene  ausserhalb  der  Ellipse  19)  zusammenfällt, 
so  hat  auf  jeder  Stromlinie,  so  weit  sie  im  Endlichen  liegt,  die 
Bewegung  ununterbrochen  denselben  Sinn ;  der  ausserhalb  der  Ellipse 
19)  liegende  Theil  der  a:y- Ebene  bildet  eine  feste  Wand,  längs 
welcher  Flüssigkeitstheilchen  sich  bewegen;  während  'auf  der  einen 
Seite   dieser  in  der  Unendfichkeit  Wi  =  0  ist,  ist  u^  auf  der  andern 

oo 
_   .     /*  dx 


'J  Vio^ 


c«  -f  a;*)  (6*  —  c«  +  x^) 


Dieselben  Werthe  würde  das  Geschwindigkeitspotential  w,  besitzen 
können,  wenn  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  durch  irgend 
eine  Fläche  begrenzt  wäre,  die  aus  Linien,  deren  Gleichungen  y=cons<i. 
und  IV  =  const.  sind ,  zusammengesetzt  ist.  Ein  hierher  gehöriger 
Fall  ist  es,  dass  die  Flüssigkeit  durch  eine  feste  Wand  begrenzt  ist, 
die  irgend  ein  einschaliges  Hyperboloid  v  ==  const.  bildet,  und  den 
einfach  zusammenhängenden  Raum,  dessen  Oberfläche  .dieses  ist, 
erfüllt.  Wir  wollen  für  diesen  Fall  das  Volumen  der  Flüssigkeit 
aufsuchen,  welches  in  der  Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt  strömt ; 
mit  diesem  Namen  belegen  wir  irgend  eine  sich  selbst  nicht  schnei- 
dende Fläche,  welche  vollständig  durch  ihren  Schnitt  mit  der  Wand 
begrenzt  ist.  Derselbe  theilt  den  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raum 
in  zwei  getrennte  Theile;  es  soll  sich  darum  handeln  das  Flüssigkeits- 
volumen zu  finden,  welches  aus  dem  ersten  in  den  zweiten  dieser 
Theile  tritt.  Wir  nennen  ds  ein  Element  des  Querschnitts,  ?i  die 
nach  dem  Innern  des  zweiten  Theils  gerichtete  Normale  von  «fs;  das 


gesuchte  Volumen  ist  dann 


/ 


ds  -5- 


Von  der  Gestalt  und  Lage  des  Querschnitts  ist  dieses  Integral  unab- 
hängig, wie  aus  der  Gleichung  16)  der  vorigen  Vorlesung  hervor- 
geht; um  seinen  Werth  zu  finden,  können  wir  daher  als  Querschnitt 
einen  Theil    der  mit  dem  unendlich  grossen  Radius  r  beschriebenen 
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Kugel  fläche  wählen.     Nehmen  wir  die  Normale    n   in  der  Richtung 
der  Strömung  an,  so  ist  dann,  wie  wir  gesehn  haben, 

dn         r* 

Setzen  wir  das  Stück  der  Kugelfläche,   welches  die  hyperboloidische 
Wand  ausschneidet, 

=  Kr^  , 
d.   h.  bezeichnen  wir  durch  K  die  Oeffnung   des   Asymptotenkegels 
des  Hyperboloids,  so  wird  also  das  gesuchte  Flüssigkeitsvolumen 

Wir  wollen  einen  für  elektrische  Strömungen  eingeführten  Aus- 
druck übertragen  auf  Flüssigkeitsbewegungen,  wie  wir  sie  hier  be- 
trachten ;  wir  wollen  nämlich  von  dem  Widerstände  eines  von  Flüssig- 
keit durchströmten  Raumes  sprechen,  der  durch  eine  feste  Wand 
uiid  zwei  Flächen  gleichen  Geschwindigkeitspotentials  begrenzt  ist, 
und  darunter  die  Diiferenz  der  Werthe  des  Geschwindigkeitspotentials 
in  diesen  beiden  Flächen,  dividirt  durch  das  in  der  Zeiteinheit  durch 
einen  Querschnitt  tretende  Flüssigkeitsvolumen,  verstehen.  Der 
Widerstand  des  durch  das  gedachte  Hyperboloid  begrenzten  und 
nach  beiden  Seiten  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Raumes  ist  dann 

=  '    f ^"  •  31-) 

0 

§5. 

Betrachtungen,  wie  wir  sie  über  die  particuläre  Lösung  (p  =  n^ 
der  Differentialgleichung  24)  angestellt  haben,  lassen  sich  mit  gewissen 
Modificationen  auch  anstellen  über  die  Lösungen  (p  =  v^  und  (p  =  u\. 
Wir  wollen  über  diese  aber  nur  Folgendes  bemerken.  Eine  jede 
von  ihnen  stellt  eine  mögliche  Flüssigkeitsbewegung  dar;  bei  dieser 
sind  die  Stromlinien  die  Krümmungslinien  der  einen  oder  der  andern 
Art  der  Ellipsoide  u  =  const.  Eine  jede  dieser  Krümmungslinien 
läuft  in  sich  zurück;  sind  die  Stromlinien  nicht  unterbrochen  durch 
Flächen,  welche  Flüssigkeit  ausströmen  oder  einströmen  lassen,  so 
ist  daher  das  Geschwindigkeitspotential  vielwerthig  und  der  von  der 
Flüssigkeit  erfüllte  Raum  muss  also  ein  mehrfach  zusammenhängen- 
der sein.  Immer  kann  dieser  Raum  durch  feste  Wände  begrenzt 
sein,  welche  aus  Stromlinien  gebildet  sind. 

Setzen  wir  qp  =  Vj ,  so  sind  die  Stromlinien  die  Schnittlinien  der 
Ellipsoide  u  =  const.  und  der  zweischaligen  Hyperboloide  w  =  const. ; 
die  Flüssigkeit  kann  den  zweifach  zusammenhängenden  Raum  er- 
füllen,  der  ausserhalb  eines  jener  Ellipsoide  liegt  und  einen   Theil 
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des  zusammenhängenden  Ivaumes  bildet,  der  durch  eines  dieser 
Hyperboloide  begrenzt  ist.  Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  ist 
nach  25) 


(d  —  w)  {v  —  m)  ' 

sie  wird  also  unendlich  für  die  Ellipse  19),  in  der  v  =  u,  und  für 
die  Hyperbel  20)  in  der  v  =  iv  ist.  Diese  beiden  Linien  liegen 
nicht  im  Innern  des  der  Flüssigkeit  angewiesenen  Raumes,  sie  liegen 
aber  in  seiner  Grenze,  wenn  man  das  Ellipsoid  in  die  Fläche  der 
Ellipse  19)  übergehen  lässt  und  das  Hyperboloid  in  die  beiden  nicht 
zusammenhängenden  Stücke  .der  z x -Ebene,  welche  durch  die  Hyper- 
bel 20)  abgegrenzt  werden. 

Machen  wir  cp  =  w^,  so  sind  die  Stromlinien  die  Linien ,  in 
denen  die  EUipsoide  u  =  const.  und  die  einschaligen  Hyperboloide 
V  =  const.  sich  schneiden;  die  Flüssigkeit  kann  den  zweifach  zu- 
sammenhängenden Raum  erfüllen,  den  eines  dieser  Hyperboloide  be- 
grenzt.    Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  ist  nach  25) 


{w  —  ii)  [w  —  v) 

Die  Geschwindigkeit  ist  daher  unendlich  nur  für  die  Hyperbel  20), 
welche  nie  innerhalb  des  genannten  Raumes,  aber  in  seiner  Grenze 
liegt,  wenn  das  Hyperboloid  in  das  zusammenhängende  Stück  der 
z.T -Ebene  übergeht,  das  durch  die  Hyperbel  20)  begrenzt  ist. 

Verfolgen  wir  die  durch  die  Gleichung  cp  =  w^  dargestellte  Be- 
wegung noch  weiter  für  den  Fall,  dass  die  die  Flüssigkeit  begren- 
zende Wand  eine  Rotationsfläche  ist,  die  die  z- Achse  zur  Achse  hat. 
Wir  haben  dann  a  =  1),  oder  vielmehr  um  die  aufgestellten  Formeln 
benutzen  zu  können,  a  —  h  unendlich  klein  anzunehmen.  Die  Strom- 
linien sind  die  Kreise,  deren  Ebenen  senkrecht  zur  z- Achse  stehen, 
und  deren  Mittelpunkte  in  der  ^- Achse  liegen.  Es  handelt  sich  nur 
noch  um  die  Berechnung  der  Geschwindigkeit.  Ist  a  —  b  unendlich 
klein,  so  ist  w ,  welches  immer  zwischen  —  a-  und  —  b'^  liegt,  un- 
endlich wenig  von  —  a}  verschieden;  das  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit ist  daher 

4 

(a* -f  m)  (a« -f- 1»)  ' 

Unter  derselben  Voraussetzung  ergiebt  die  Addition  der  beiden 
ersten  der  Gleichungen  12)  aber 

T   J  ß2  ß2  ? 

daraus  folgt  die  Geschwindigkeit 

2 
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(Potential  eines  homogenen  Ellipsoids.  Potential  eines  homogenen  ellipti- 
schen Cylinders  von  unendlich  grosser  Länge.  Ruhendes  Ellipsoid  in  einem 
Plüssigkeitsstrome.  Stromlinien  in  dem  Falle,  dass  das  Ellipsoid  ein  Rotations- 
ellipsoid oder  eine  Kugel  ist.  Ein  fester  Körper  bewegt  sich  in  der  Flüssigkeit 
auf  gegebene  Weise ;  es  wird  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  gesucht.  Fall,  dass 
der  Körper  ein  Ellipsoid  oder  eine  Kugel  ist.  Bewegung  zweier  Körper  in  der 
Flüssigkeit.  Nähere  Erörterung  des  Falles,  dass  diese  zwei  unendlich  kleine 
Kugeln  sind.)  ^ 


Bei  gewissen  Flüssigkeitsbewegungen,  die  wir  jetzt  betrachten 
wollen^/  ist  die  Kenntniss  des  Potentials  eines  mit  Masse  von  con- 
stanter  Dichtigkeit  erfüllten  Ellipsoids  nützlich.  Den  Ausdruck  für 
dieses  Potential  wollen  wir  nicht  ableiten,  aber  aufstellen  und  seine 
Richtigkeit  auf  einem  durch  seine  Einfachheit  ausgezeichneten,  von 
Dirichlet*)  angegebenen  Wege  beweisen.  Die  Gleichung  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoids  sei 

;^  +  -p  +  c2  =  ^  '  1) 

seine  Dichtigkeit  =  1  und  sein  Potential  für  einen  Punkt,  dessen 
Coordinaten  x,  y,  z  sind,  =  ß.  Wir  stellen  einige  Eigenschaften 
zusammen,  die  ii  dann  haben  muss.  Der  Gleichung  11)  der  sechs- 
zehnten Vorlesung  zufolge,  ist,  wenn  der  Punkt  {x,  y ,  z)  innerhalb 
des  Ellipsoids  liegt 

z/ß=  — 4;t; 
liegt  er  ausserhalb,  so  ist 

O    Q  PO  PO 

ferner  sind  ß,  ^>  ^  >  ^  ^°^  ganzen  Räume  einwerthig  und  stetig; 

im  Unendlichen  verschwindet  Sl. 

Diese  Eigenschaften  bestimmen  Sl  eindeutig,  wie  die  folgende 
Betrachtung  zeigt.  Gesetzt,  es  gäbe  zwei  Functionen  von  x,  y,  z, 
die  sie  besitzen ;  U  sei  ihre  Differenz.    Dann  hat  U  diese  Eigenschaften : 

im  ganzen  Räume  ist  ^U=0:    U,  ~ ,  ~,^,  hr-   sind    überall    ein- 
°  ^  cos '    oy '    dz 

*)  Crelle's  Journal,  Bd.  32,  p.  80. 
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wertliig  und  stetig ;  in  der  Unendlichkeit  ist  U  =  0.  Nach  den  in 
§  7.  der  sechszehnten  Vorlesung  gemachten  Auseinandersetzungen  ist 
daher  tiberall  U  ==  0. 

Wie  in  der  vorigen  Vorlesung  bedeute  u  die  grosseste  Wurzel 
der  cubischen  Gleichung 


ist  der  Punkt  (x,  y,  z)  ein  äusserer,  so  ist  u  positiv  und  die  einzige 
positive  Wurzel  dieser  Gleichung;  in  der  Oberfläche  des  Ellipsoids, 
für  welche  die  Gleichung  1)  erfüllt  ist,  ist  w  =  0.  Es  ist  dann  für 
einen  äusseren  Punkt 

OO  2  2« 

u 

für  einen  inneren 

^^  2  2  2 

0 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  zu  beweisen,  brauchen  wir 
nur  zu  zeigen,  dass  die  durch  die  Gleichungen  3)  und  4)  definirte 
Function  die  lEigenschaften  besitzt,  welche  für  ß  angegeben  sind. 
Zu  diesem  Zwecke  differentiiren  wir  zunächst  die  Gleichungen  3) 
und  4)  nach  x\,  wir  erhalten  dadurch  für  einen  äusseren  Punkt 

OO 
2^  J    («2  +  X)  y(a^  +  X)  {b^  +  X)  (c2  -j-X)'  ■' 

u 

da  der  von  der  Veränderlichkeit  der  unteren  G]fenze  u  des  Integrals 
herrührende  Term  in  Folge  der  Gleichung  2)  verschwindet;   und  für 

einen  inneren 

c» 


J    [a^  +  X)V{a^  +  X)  {b^  -\-  X)  {c^  ^  X)  ^ 


da 

"0 


Wir  denken  uns   die   entsprechenden    Gleichungen  für  -^  und 

^—  gebildet.     Wir  sehen  dabei  ein,    dass   Sl,  -^ ,  -^ ,  -^    an    der 

Oberfläche  des  Ellipsoids,  wo  u  =  0  ist,  keine  Sprünge  erleiden  und 
daher  überall  einwerthig  und  stetig  sind. 

DifiFerentürt  man   die  Gleichungen  5)  und  6)  noch  einmal  nach 
X,  so  erhält  man  für  einen  äusseren  Punkt 

I  X      du 


^  Sl        et         1      \  a^-\-udx  /  dX 


u)       J     {a 


\ 


Via^  +  M)  (6«  +  u)  (c*  +  ii)       J    (a»  +  X)  Via^  +  X)  {b^  +  X)  (c«  +  X)  J 
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und  für  einen  inneren 


=  —  ZTC  abc 


^^'  ./  («^  +  l)  Via'  +  X)  (6»  +  X)  (c2  +  X) 

0 

02   Q 

Addirt  man  zu  diesen  Gleichungen  die  entsprechenden  für  -^^-^    und 
-^-T-  und  benutzt,  dass 


dy" 


r/     1        ,        1        ,       1     \ dX ^ 2 

ist,  so  erhält  man  für  einen  inneren  Punkt 

und  für  einen  äusseren,  wenn  man  noch  hinzunimmt,  dass  nach  der 
Gleichung  17)  der  vorigen  Vorlesung 

X      du    I        y      dji_    I        z       du  2 


a*^  -f-  M  Sa;    "^  6^  -}"  "  ^y  ^^  c^  -j-  »^  Sz 
ist, 

^^  =  0. 

Um  endlich  einzusehn,  dass  das  durch  3)  definirte  Sl  in  der 
Unendlichkeit  verschwindet,  hat  man  nur  zu  beachten,  dass  der 
Gleichung  2)  zufolge  in  der  Unendlichkeit  u  unendlich  gross  ist. 

Wir  knüpfen  hieran  die  Angabe  des  Potentials  eines  Cylinders, 
der  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  1  erfüllt  ist,  dessen  Mantelfläche 
die  Gleichung 

^    I    ^  1 

hat,  und  dessen  Grundflächen  die  Gleichungen 

z  ==  —  y     und     z  ==  -\-  y 

haben,  wo  y  unendlich  gross  gegen  a,  b  und  die  Coordinaten  des 
Punktes  sein  soll,  auf  welche  das  Potential  bezogen  wird.  Nennen 
wir  dasselbe  ß,  so  haben  wir  nach  der  Gleichung  30)  der  sechs- 
zehnten Vorlesung 

^  =  2nab\^2y-\-  V  ,     U  ==  —  2  Cd/'lg  q  ,  7) 

wo   df  ein  Element  der  durch  die  Ellipse  ^^  +  |^  =  1    begrenzten 

Fläche,  Q  den  Abstand  dieses  Elements  von  dem  Punkte  (x,  y)  be- 
deutet, auf  den  U  und  £1  sich  beziehen.  Nach  den  an  dem  eben 
genannten  Orte  durchgeführten  Betrachtungen  ist  U  bis  auf  eine 
additive  Constante  bestimmt  durch  die  Bedingungen,  dass  es  mit  seineu 
ersten  DiflFerentialquotienten  in  der  ganzen  xy- Ebene  einwerthig  und 
stetig  ist,  dass  es  den  Gleichungen 
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genügt,  je  nachdem  der  Punkt  (x,  y)    innerhalb  oder  ausserhalb  der 

genannten  Ellipse  liegt ,  und  dass  in  der  Unendlichkeit  >,  -    und  4— 

verschwinden.     Diese  Eigenschaften  besitzt  U;  wenn  man  für  einen 
iunern  Punkt 

"'  2  2 

U=7tah[     I  ~— =^L±i=il±-?:  <?A  +  1  —  lg  u'  ]  8) 

0 

für  einen  äusseren 


U 


"  2  2 

=^^ah{    P~^gi^Iji±j  rfA  +  1  -  lg  ./ )  9) 


setzt  und  unter  u   eine  unendlich  grosse  Constante,  unter  n  die  posi- 
tive Wurzel  der  Gleichung 

T^  ;,2  _i_  „  -^ 


versteht.     Es  geht  das  aus  Ueberlegungen  hervor,  die  den  im  ersten 
Theile  dieses  §  angestellten  ganz  ähnlich  sind. 

Um  zu  beweisen,  dass  diesen  Ausdrücken  von  U  nicht  noch  eine 
additive  Constante  hinzuzufügen  ist,  um  das  durch  7)  definirte  ü  zu 
erhalten,  ist  nur  noch  zu  zeigen,  dass,  wenn  .r-  -\-  tß  =  q^  gesetzt  und 
Q-  unendlich  gross,  aber  unendlich  klein  gegen  w'  angenommen  wird, 
aus  9)  sich  ergiebt 

U  ==■  —  2nah  lg  q  . 

Dass   dieses   der   Fall  ist,  folgt    daraus,    dass    unter    der    genannten 
Annahme 

u  =  q' 

und 

u ' 

wu'd. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit  die  in  8)  und  9)  angezeigten  Inte- 
grationen auszuführen.    Für  einen  inneren  Punkt  findet  man  dadurch 

i/^.«.(2.g4-,+  l)-2.'^i.  ,0) 

Verwandelt  sich  die  Ellipse  in  einen  Kreis  von  dem  Radius  «, 
so  giebt  diese  Gleichung 
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U  =  n'a^  (1  —  2\ga)  —  %Q^  ,  wo  wieder  x^  -\-  %f-  =  q^  \ 
für  einen  äusseren  Punkt  wird  dabei 

U  =  —  27cd}  lg  Q  . 


Setzt  man 


§2. 


<p  =  M^-^-z,  11) 


wo  M  eine  Constante  bedeutet  und  Sl  den  in  der  Gleichung  3)  an- 
gegebenen Werth  hat,  so  genügt  q)  in  dem  Räume  ausserhalb  des 
EUipsoids  1)  der  Gleichung  ziep  =  0;  die  Gleichung  11)  stellt  daher 
eine  mögliche  Flüssigkeitsbewegung  in  diesem  Räume  dar.  In  der 
Unendlichkeit  ist 

^  =  0      --5?  =  0      ^  = 1- 

doc  '     dy  'dz  ' 

in  der  Unendlichkeit  strömt  die  Flüssigkeit  daher  mit  der  Geschwin- 
digkeit 1  in  der  der  2: -Achse  entgegengesetzten  Richtung.  Wir 
wollen  zeigen,  dass  die  Constante  M  sich  so  bestimmen  lässt,  dass 
für  die  Oberfläche  des  EUipsoids  1) 

ist:  ist  sie  so  bestimmt,  so  gilt  die  Gleichung  11)  für  den  Fall,  dass 
die  Flüssigkeit  in  der  Unendlichkeit  in  der  angegebenen  Weise  sich 
bewegt  und  das  feste  Ellipsoid  1)  in  ihr  ruht. 

Die  nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit  gerichtete  Normale  eines 
Elements  der  Oberfläche  des  EUipsoids  wollen  wir  durch  n,, ,  die 
nach  dem  Innern  des  EUipsoids  gekehrte  durch  w^  bezeichnen;  die 
Bedingung,  welche  durch  passende  Wahl  von  M  soll  erfüllt  werden 
können,  ist  dann 

M  ^ — 5-  =  cos  (Wa  z) 
oder  da  nach  der  Gleichung  10)  der  sechszehnten  Vorlesung 


5, — o-  4-  ö — o-  =  47C  cos  («„  z) 


ist, 


statt  des  Diiferentialquotienten  nach  w„  ist  der  nach  «,  genom- 
mene eingeführt,  weil  der  durch  die  Gleichung  4)  für  einen  inneren 
Punkt  bestimmte  Werth  von  £1  einfacher  ist  als  der  für  einen  äus- 
seren Punkt  geltende,  durch  die  Gleichung  P>)  bestimmte.    In  der  That 
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ist  nach  der  Gleichung  4)  für  einen  inneren  Punkt,  wie  schon  in  der 
zwölften  Vorlesung  benutzt  ist, 

Sl  =  Const.  —  7c{Ax'^-\-  Bf/  +  Cz"-) , 

wo  Aj  B,  C  Constanten  sind,  die  die  durch  die  Gleichungen  4)  jener 
Vorlesung  angegebenen  Werthe  haben.     Es  folgt  hieraus 

f^  =  —  27tC  p-  =  27tC  cos  {ti,z)  . 

Die  Gleichung  12)  ist  daher  erfüllt,  wenn 

1 

2tc12  —  Cj 


^-^rhrTü  13) 


gemacht  wird. 

Wenn  für  eine  stationäre  Flüssigkeitsbewegung,  für  welche  ein 
Geschwindigkeitspotential  gilt,  dieses  Geschwindigkeitspotential,  (p, 
bekannt  ist,  so  erfordert  die  Bestimmung  der  Stromlinien  noch  die 
Integration  der  Differentialgleichungen 

dx'  dtj'  dz  =  ^  •  ^  '  ^-  14^ 

ax  .  ay  .  az  —  ^^  '  dy  '  dz  '  ^^^ 

die  Integrale  dieser,   die   2  willkührliche  Constanten  enthalten,  sind 
die  Gleichungen  der  Stromlinien. 


Ist  fp  eine  Function  der  beiden  Argumente  z  und  ^Z-x^  -f-  xß  — 
eine  Bedingung,  die  in  dem  hier  betrachteten  Falle  erfüllt  ist,  wenn 
das  Ellipsoid  1)  ein  Rotationsellipsoid .  und  «  =  6  ist —  so  kommt 
die  Integration  der  Gleichungen  14)  auf  die  Ausführung  von  Qua- 
draturen zurück.     Setzt  man  nämlich 


Yx^  +  ?/-  =  (» 

und  nimmt  qo  als  eine  Function  von  z  und  q  an,  so  hat  man 

8<p 3<p  X        d(p    d^  y 

dx         Sq  Q  '      dy         Sq   Q  ^ 

eine  der  Gleichungen  14)  ist  daher 

X  df/  —  tj  dx  =  0  ;  15) 

daraus  folgt 

-  =  Const. 

y 

d.  h.  eine  jede  Stromlinie  liegt  in  einer  durch  die  2: -Achse  gehenden 
Ebene.     Aus  15)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

X  dx  -{-  y  dy  =  Q  dQ 
ergie^jt  sich  weiter 

dx  =  — ^  , 
9 
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wodurch  die  zweite  der  Gleichungen  14) 

dz       ^  OQ 

wird.  Aus  der  Gleichung  J(p  =  0  lässt  sich  aber  nachweisen,  dass 
der  integrirende  Factor  dieser  Gleichung  q  ist,  d.  h.  dass  die  linke 
Seite  der  Gleichung 

«- Ü  "«"-«•  H -«^  =  "^  '    IC) 

ein  vollständiges  Differential  ist.     In  der  That  hat  man 


d^q)          8^(p  x^     ,    dtp  7/ 
dx^         dQ^  9«  "Tgp    ^3 

d^cp        d^(p  y^    1   d(p  x^ 
dy^  ~  dQ^  Q^  '^  dQ  Q'  ' 

woraus  folgt 

/Icp 

d^cp    .d^cp.ldcp        f. 

dz^  ~^  dQ^~^  Q    dQ~        ' 

oder 

d 
dz 

m=-k{^^)- 

wodurch    die    ausgesprochene    Behauptung    bewiesen    ist.      Es    giebt 
hiernach  eine  Function  ^von2rund^,  die  die  Eigenschaft  hat,  dass 

dz        ^  dQ'     dg  ^  dz  ^*) 

ist;  ist  sie  gefunden,  so  hat  man  in 

U  =  const. 

das  Integral  der  Gleichung  16)  und  die  Gleichung  der  Stromlinien. 
Kennt  man  eine  Function   V  von  z  und  q,  für  welche 

^=g,undz^F  =  ^^+^  +  ^g-=0  18) 

ist,  so  kann  man 

^    dq 

setzen,   da  hierdurch   den  beiden  Gleichungen  17)  genügt  wird;  die 
Gleichung  der  Stromlinien  wird  hierdurch 

dv  . 

p  -^-  ==  const. 

^   dg 

Bei  der  durch  die  Gleichung  11)  unter  der  Voraussetzung,  dass 
n  =  h  ist,  dargestellten  Flüssigkeitsbewegung  genügt  man  den  Be- 
dingungen 18)  durch 

r^/J/ß-=^-f^; 
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die  Gleichung  der  Stromlinien  ist  daher 

Verwandelt  sich  das  Rotationsellipsoid  in  eine  Kugel  von  dem 
Radius  B,  und  setzt  man  r  =  yz^-\-  q- ,  so  ist  für  einen  äusseren 
Punkt 

3  r 

Hieraus  kann  man  bei  Benutzung  des  Satzes,  dass   a-  an  der   Ober- 

^  '  dz 

fläche  der  Kugel  keinen  Sprung  erleidet,  ableiten,  dass 
C  ==  I ,  also  nach  13)   M  =  x— 


ist;  daraus  folgt,  dass 


2    dz 


9> 

und  die  Gleichung  der  Stromlinien 

(>'(l  -  ^pj  =  const. 

ist. 

Setzen  wir  die  in  dieser  Gleichung  mit  const.  bezeichnete  Grösse 
=  0,  so  wird  dieselbe  erfüllt  durch  ^  =  0  und  durch  r  =  B]  eine 
Stromlinie  setzt  sich  hiernach  zusammen  aus  den  Stücken  der  z -Achse, 
die  ausserhalb  der  Kugel  liegen  und  dem  Halbkreise,  in  dem  die 
Oberfläche  der  Kugel  durch  die  Ebene  geschnitten  wird,  die  durch 
die  2 -Achse  begrenzt  ist  und  durch  die  ()- Achse  geht.  In  den 
Punkten,  in  denen  jene  Stücke  der  z- Achse  mit  diesem  Halbkreise 
zusammenstossen ,  d.  h.  in  den  Punkten  p  =0,  ;r  =  + /?,  ist  die 
Geschwindigkeit  ==  0,  wie  aus  den  Gleichungen 


a^ m  /'3z^ 

Jz    ~~lt 

a^ R^  szQ 

dg         2     r^' 


hervorgeht,  die  allgemein  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  nach 
den  Achsen  der  z  und  q  angeben.  Diese  Punkte  haben  dabei  die 
Eigenschaft,  dass  sie  von  keinem  der  Flüssigkeitstheilchen ,  die  in 
einem  Augenblicke  in  endlicher  Entfernung  von  ihnen  liegen,  jemals 
erreicht  werden;  die  Rechnung  ergiebt  nämlich  die  Zeit,  die  hierzu 
erforderlich  sein  würde,  als  unendlich.  Wir  wollen  das  zeigen  für 
die  Theilchen,  die  auf  dem  genannten  Halbkreise  liegen;  für  ein  solches 
Theilchen  ist  r  =  Ä,  also 

Kirchhoff,  Mechanik.  15 


222  Achtzehnte  Vorlesung. 

1!  =  ^  (#a-  l)  ,  und  daher  g  =  f  (^^  -  l)  5 

bezeichnet  man  den  Werth  von  t,  für  welchen  z  =  0  ist^  durch  /y, 
so  erhält  man  hieraus  durch  Integration 

woraus  in  der  That  i  =  00  für  z  =  —  R  sich  ergiebt. 

§  3. 

Wir  können  den  abgeleiteten  Gleichungen  noch  eine  andere 
Bedeutung  beilegen,  als  wir  es  gethan  haben.  Nach  den  im  §  4.  der 
vierten  Vorlesijng  gemachten  Auseinandersetzungen  gelten  für  ein 
Coordinatensystem,  dessen  Achsen  mit  gleichbleibender  Geschwindig- 
keit in  einer  Richtung  fortschreiten,  dieselben  Differentialgleichungen 
der  Bewegung,  wie  für  ein  ruhendes.  Denken  wir  uns  die  Achsen 
der  X,  y,  z  mit  dem  Ellipsoid  fest  verbunden  und  mit  diesem  in 
einer  Richtung  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  bewegt;  die  im 
vorigen  §  entwickelten  Formeln  gelten  dann  für  die  relative  Bewe- 
gung der  Flüssigkeit  gegen  das  Ellipsoid.  Nehmen  wir  an,  dass  das 
letztere  mit  der  Geschwindigkeit  1  in  der  Richtung  der  2 -Achse 
fortgeht,  so  wird  dabei  die  absolute  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeits- 
theile  in  der  Unendlichkeit  =  0. 

Wir  wollen  jetzt  einen  Fall  betrachten,  der  den  eben  bezeichneten 
als  speciellen  in  sich  schliesst.  In  einer  Flüssigkeit,  die  in  der  Un- 
endlichkeit überall  ruht,  bewege  sich  ein  starrer  Körper  von  irgend 
einer  Gestalt  in  gegebener  Weise ;  es  soll  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keit gefunden  werden.  Wir  wollen  dabei  aber  voraussetzen,  dass  das 
Geschwindigkeitspotential  g),  welches  existiren  soll,  einwerthig  ist; 
dadurch  beschränken  wir  das  Problem  in  dem  Falle,  dass  der  Körper 
einen  mehrfach  zusammenhängenden  Raum  erfüllt  und  in  Folge  hier- 
von auch  die  Flüssigkeit  einen  mehrfach  zusammenhängenden  Raum 
einnimmt. 

Wir  benutzen  die  in  der  fünften  Vorlesung  gebrauchten  Bezeich- 
nungen, führen  also  zwei  rechtwinklige  Coordinatensysteme  ein, 
von  denen  das  eine,  das  der  |,  »;,  ^,  im  Räume  fest,  das  andere, 
das  der  x,  y,  z,  in  dem  Körper  fest  ist,  und  schreiben  die  Glei- 
chungen zwischen  den  Coordinaten  desselben  Punktes  in  den  beiden 
Systemen 

^  =  cc  -\-  cc^x  -j-  a^y  -j-  a.^z 
ri  =  ß  +  ß,x-i-ß,y-{-ß,z  20) 

t  =  r-j-yiX-\-y2y-^y.^z', 
wir  nennen  ferner  u,   v,   tv  die   Componenten   der  Geschwindigkeit 


dx 

^  dcp 

~di 

dx 

dl, 

8(p 

dl 

"  dy 

dz 

dcp 

dt 

dz 
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des  Anfangspunktes  der  x,  y,  z  nach  den  Achsen  der  x,  y ,  z  und 
l) ,  q,  r  die  Componenten  der  Drehungsgeschwindigkeit  des  Körpers 
in  Bezug  auf  dieselben  Achsen.  Die  Ausdrücke  1)  der  sechsten  Vor- 
lesung, nämlich  die  Ausdrücke 

u  -\-  zq  —  yr 

V  -\-  xr  —  zp  21) 

tv  +  yp  —  xq  , 

sind  dann  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  {x,  y,  z) 
des  Körpers  nach  den  Achsen  der  rr,  y,  z]  sie  sind  auch  die  Com- 
ponenten der  Geschwindigkeit  nach  denselben  Achsen  eines  Flüssig- 
keitstheilchens,  wenn  dieses  in  relativer  Ruhe  gegen  den  Körper  sich 
befindet. 

Aus  dem  letzten  Umstände  ist  zu  schliessen,  dass,  wenn  wir 
X,  y,  z  auf  dasselbe  Flüssigkeitstheilchen  beziehen, 

II  —  zq  -\-  yr 
V  —  xr  -{-  zp 

IV  —  yp  -\-  xq 

ist.  Die  Integration  dieser  Differentialgleichungen  giebt  die  relative 
Bewegung  aller  Flüssigkeitstheile  gegen  den  Körper,  wenn  v,  v ,  w, 
p,  q,  r  bekannte  Functionen  von  t  sind  und  (p  ermittelt  ist;  will 
man  die  absolute  Bewegung  derselben  finden,  so  muss  man  ^,  r},  t, 
durch  die  Gleichungen  20)  aus  den  bekannt  gewordenen  Werthen 
von  X,  y,  z  berechnen. 

Sehen  wir  nun  zu,  wie  <p  zu  bestimmen  ist.  Bezeichnet  man 
durch  n  die  nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit  gerichtete  Normale 
eines  Elements  der  Oberfläche  des  Köirpers,  so  geben  die  Ausdrücke 
21),  wenn  sie  mit  cos  (;«.-«),  cos(n?/),  cos(w2)  multiplicirt  und  addirt 
werden,  die  Componente  der  Geschwindigkeit  des  betrachteten  Ele- 
ments   nach    der    Richtung    von    w;    diese    Componente    muss    aber 

=  -  -  ,  d.  h.  es  muss 

i~-  =  (ti-\-zq  —  yr)  co^{ii x) -\- {v -\- .r r — zp)  co'S,{mj)-\-{iv-\-yp~  xq)  co^ijiz) 

sein.     Hierzu  kommen  die   folgenden  Bedingungen:     In   der   Unend- 
lichkeit verschwinden  a—  ,   ^ ,    „^ ;  in  dem  von   der  Flüssigkeit  er- 
ox  ^   oy  ^    dz  ^  ° 

füllten  Räume  ist  ^q)  =  Q  und  >,-,    x- ,  ^    sind    einwerthig     und 

stetig;  dass  (p  einwerthig  ist,  haben  wir  bereits  angenommen;  ohne 
die  Allgemeinheit  weiter  zu   beschränken,   können  wir  voraussetzen, 

15* 
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dass  rp  auch  stetig  ist,  da  es  bisher  nur  durch  seine  Differential- 
quotienten definirt  ist.  Nach  den  in  §  7.  der  sechszehnten  Vor- 
lesung gemachten  Auseinandersetzungen  ist  hiernach  rp  bis  auf  eine 
additive  Constante  bestimmt;  es  ist  völlig  bestimmt,  wenn  wir  noch 
festsetzen,  was  erlaubt  ist,  dass  es  in  der  Unendlichkeit  verschwindet. 
Allen  diesen  Forderungen  genügen  wir,  wenn  wir 

setzen  und  die  6  Functionen  g),,  ^Pj,  .  .  so  bestimmen,  dass  jede  von 
ihnen  der  Gleichung  ^93  ==  0  und  den  für  95  angegebenen  Stetigkeits- 
bedingungen genügt,  in  der  Unendlichkeit  verschwindet,  und  dass 
an  der  Oberfläche  des  bewegten  Körpers 

-~-  =  cos  [nx)  ,       ^  =  y  cos  {nz)  —  z  cos  {ny) 

-^  =  cos  {ny)  ,      -~^  =  z  cos  (nx)  —  x  cos  (nz)  23) 

-J^-  ==  cos  (nz)  ,       -^^'  =  X  cos  (71  y)  —  y  cos  (nx) 

ist ;  durch  diese  Bedingungen  sind  die  Functionen  (p^,  (p^,  .  vollständig 
bestimmt;  sie  hängen  nicht  von  der  Bewegung  des  Körpers,  sondern 
ausschliesslich  von  der  Gestalt  desselben  ab. 

Ist  der  Körper  das  Ellipsoid,  dessen  Oberfläche  die  Gleichung  1) 
hat,  so  können  wir  die  Functionen  (p^,  rp.^,  .  .  nach  einer  im  §  2. 
ausgeführten  Rechnung  leicht  angeben.  Bei  der  dort  benutzten  Be- 
zeichnung und  der  Richtung,  die  wir  der  Normale  ?i  hier  beigelegt 
haben,  ist  nämlich 

o    a    =  27r;  (2  —  J)  cos  (nx) 

^  =  2;r  (2  -  ^)  cos  (;.y)  .     24) 

^  =  2n  (2  -  C)  cos  {nz)  . 

Daraus  ergiebt  sich  zunächst 

^^  1         aß  _  1  gß  __ j^ d Sl 

9^1  —  2«  (2  -  A)  dx  '       ^2  —  2«  (2  —  ß)  dy   '       ^^  "~  2;r(2  —  C)  JJ  ' 

Weiter  werden  wir  zeigen  können,  dass,  wenn  N  eine  passend  zu 
bestimmende  Constante  bedeutet, 

oder,  was  dasselbe  ist, 

ist,  wenn 

X  =  Q  cos  0' ,     «/  =  (>  sin  0- 
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gesetzt  wird.  Allen  für  q}^  aufgestellten  Bedingungen  mit  Ausnahme 
der  letzten  der  Gleichungen  23)  genügt  der  angegebene  Ausdruck 
bei  jedem  Werthe  von  N,  und  diese  Gleichung  wird  bei  einem  ge- 
wissen Werthe  von  N  erfüllt.  Dieselbe  ist  nämlich  in  Folge  der 
Gleichungen  24)  und  der  Gleichungen 

ex  oy  "^ 

dx  /      \        dy  /     \ 

xco8(ny) — ycos  {nx)=27cN (xcosint/)  (2 — B-{-A) — t/cos{nx)(2  —  A-}-ß)). 

Sie  ist  in  Bezug  auf  x  und  ij  linear  und  homogen;  aus  diesem 
Grunde,  und  da 

cos  (nx)  :  cos  («?/)  =  —  :  ^ 

ist,  so  darf  man  in  ihr  für  x  und  t/  resp.  a-  cos  (nx)  und  &^  eos  (ny) 
setzen;  es  tritt  dann  auf  beiden  Seiten  der  Factor  cos(nx)  cos  (jiy) 
auf;  bei  Fortlassung  desselben  wird  sie 

JV  = """^li^ 

2jr  (2  ia'  —  6«)  -{- {A  —  ß)  (a«  +  b^)) 

Für  cp^  und  95  lassen  sich  ähnliche  Ausdrücke  aufstellen,  wie  der 
in  25)  für  g)^  gegebene. 

Wenn  a^  —  b"^  verschwindet,  wenn  also  das  EUipsoid  in  ein 
Rotationsellipsoid  übergeht,  dessen  Achse  die  z- Achse  ist,  so  erhält 
das  Verhältniss  A  —  B  :  a-  —  b'^,  also  auch  N  einen  leicht  angeb- 
baren,  endlichen  Werth;  der  Factor  von  N  in  der  Gleichung  25) 
wird  aber  Null;  es  verschwindet  also  9)^. 

Verwandelt  sich  das  EUipsoid  in  eine  Kugel  vom  Radius  B,  so 
ist  hiemach 

(p^=^0  ,     fp:,=0,     g>ß  =  0  ; 

eine  Drehung  der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  ist  von  keinem  Ein- 
Huss  auf  die  Bewegung  der  Flüssigkeit,  Nach  den  in  §  2.  gemachten 
Angaben  ist  ferner 

o       1  ^  y^ 

wo 


Man  hat  daher  für  die  Kugel 


R^f     ^r 


ai        aA 

+^a;+-^;-         27) 

Dieses  (p  genügt  der  Bedingung,   dass  an    der  Oberfläche  der  Kugel 
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^?  =  M  COS  {n  x)  -\-  V  cos  {n  y)  -f-  tv  cos  (??  z) 

ist.  Es  möge  angeführt  werden,  dass  der  für  (p  angegebene  Aus- 
druck übereinstimmt  mit  dem  Potential  eines  magnetischen  Moleküls, 
welches  sich  im  Mittelpunkte  der  Kugel  befindet ,  dessen  magnetische 
Achse  .die  Richtung  der  Bewegung  hat,  und  dessen  magnetisches 
Moment  gleich  der   Geschwindigkeit   des   Mittelpunktes,    multiplicirt 

mit  -    ist,  in  Bezug  auf  einen  Magnetpol,  der  im  Punkte  (x,  y ,  z) 

liegt  und  die  Einheit  magnetischer  Flüssigkeitsmenge  enthält.  Es 
folgt  daraus,  dass  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  (x,  y,  z)  der 
Grösse  und  Richtung  nach  der  Kraft  gleich  ist,  welche  das  bezeich- 
nete magnetische  Molekül  auf  diesen  Pol  ausübt. 

Die  Bewegung  einer  Kugel  in  einer  Flüssigkeit  ist  zuerst  von 
Dirichlet*),  die  eines  Ellipsoids  von  Clebsch**)  behandelt  worden. 

§4. 

Wir  haben  in  dem  vorigen  Paragraphen  angenommen,  dass  die 
Flüssigkeit  im  Endlichen  allein  begrenzt  ist  durch  die  Oberfläche 
eines  bewegten,  festen  Körpers;  in  diesem  Falle  empfiehlt  es  sich  das 
Geschwindigkeitspotential  go  auf  ein  in  dem  Körper  festes  Coordinaten- 
system  zu  beziehen,  weil  dasselbe  dann  ausschliesslich  durch  die  Ge- 
stalt des  Körpers  und  seine  Bewegung  in  dem  betrachteten  Augen- 
blicke bedingt  wird.  Sind  aber  ausser  dem  gedachten  Körper  im 
Endlichen  noch  andere  feste  Körper  vorhanden,  welche  sich  bewegen 
oder  ruhen,  so  ist  das  Geschwindigkeitspotential  immer  auch  von 
der  relativen  Lage  aller  Körper  abhängig;  es  ist  dann  zweckmässig 
dasselbe  von  vorn  herein  auf  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem 
zu  beziehn.  Wir  wollen  jetzt  uns  vorstellen,  dass  in  der  unendlichen 
Flüssigkeit  zwei  bewegte,  feste  Körper  im  Endlichen  vorhanden  sind, 
und  dass  das  Achsen -System  der  x,  y ,  z  im  Räume  fest  ist.  Es 
seien  u,  v,  iv  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes 
des  ersten  Körpers,  w',  v,  iv  die  eines  Punktes  des  zweiten;  p,  q,  r 
die  Componenten  der  Drehungsgeschwindigkeit  nach  Achsen,  die  den 
Coordinatenachsen  parallel  sind,  für  den  ersten  Körper,  p,  q,  r  die 
entsprechenden  Grössen  für  den  zweiten.  Der  Gleichung  22)  ent- 
sprechend kann  man  dann  setzen 

wo  gjj,  gjj'  •  •  ^'i'j  9^2';  •  •  Functionen  von  .r,  y ,  z  sind,  die  nicht  von 


*)  Monatsberichte  der  Berl.  Akad.     1852,  j).  12. 
**)  Crelle's  Journal  Bd.  52.  p.  103  und  Bd.  53.  p.  287. 
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der  Bewegung  der  beiden  Körper,  aber  von  ihrer  augenblicklichen  Lage 
abhängen.  Eine  jede  von  ihnen  muss  in  dem  von  der  Flüssigkeit 
erfüllten  Räume  der  Gleichung  z/93  =  0  genügen,  mit  ihren  ersten 
Differentialquotienten  einwerthig  und  stetig  sein,  in  der  Unendlichkeit 
verschwinden  und  an  den  Oberflächen  der  beiden  Körper  zwei  ge- 
wisse Gleichungen  erfüllen.  Sind  a,  b,  c  und  ä,  h',  c  die  Coordi- 
naten  der  beiden  Punkte,  deren  Geschwindigkeitscomponenten  mit 
u,  V,  IV  und  u,  v,  w  bezeichnet  sind,  so  muss  nämlich  an  der 
Oberfläche  des  ersten  Körpers 

-,,--  ==  cos  (71  x)  -^  =  U 


^<Pi  „^o  ^»,A  ^^2' 


=  0 


-^^^  =  cos(,.y)  -^ 

^."P^  =  cos  (nz)  ^'=0 

^^  =  (y  -  b)  cos  (n  z)  -{z-  c)  cos  (ny)  ^^^'  =  0 

^-—  =  (z  —  c)  cos  hl  x)  —  (x  —  a)  cos  (n  z)  -^-  =  0 

;.'"'"  r=  [x  —  d)  cos  {n  y)  —  (y  —  b)  cos  {n  x)  - J-  =  0 
und  an  der  Oberfläche  des  zweiten 
^•==0^'  =  cos  (na;) 

^^  =  0^^  =  cos(ny) 

d7t  ön  ^    ^^ 

^^J=.0i^-i'  =  cos(nz) 

r!n  (jn  ■^ 

'■^r  =  ^  ^Ji  -^y  -  ^')  ^^^  (^'^)  -  ^^  -  ^'^  ^^'  ^''y^ 

^^  =  0  ^-^-'"^  =  (c  —  c)  cos  {nx~)  —  (x  —  a')  cos  (nz) 

on  (In  ^  '  ,y\ 

^•i  ==  0  -f--  =  {x  —  a)  cos  {ny)  —  (j/  ~  b')  cos  {nx) 

sein.  Diese  Gleichungen,  welche  den  Gleichungen  23)  entsprechen, 
sind  auf  demselben  Wege,  wie  diese,  abzuleiten.  Die  angegebenen 
Bedingungen  bestimmen  die  12  Functionen  qp,,  g?,'  •  •  vollständig. 

Der  einfachste  hierher  gehörige  Fall  ist  der,  dass  die  beiden 
Körper  Kugeln  und  die  Punkte  {a,  b,  c),  («',  b',  c)  ihre  Mittel- 
punkte sind-,  dann  ergeben  die  für  9?,,  7)5,  q)^,  <5p,',  gp/,  q)^,  aufge- 
stellten Bedingungen,  dass  diese  6  Functionen  gleich  Null  sind,  und 
es  wird  also 

(p  =  uq>^  -\-  vcp2  -{-  W(p.^  -\-  u'rpy   -\-  V  (p.y   -{-  tv  rp'_^   . 
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Es  lässt  sich  in  diesem  Falle  cp  mit  Hülfe  der  sogenannten 
Kugel functionen  als  eine  unendliche  Reihe  finden,  die  immer  conver- 
girt  und  um  so  schneller  convergirt,  je  grösser  der  Abstand  der 
Kugeln  im  Verhältuiss  zu  ihren  Radien  ist.  Wir  wollen  auf  die 
Theorie  der  Kugelfunctionen  hier  nicht  eingehen  und  daher  nur  im 
Allgemeinen  den  Weg  bezeichnen,  auf  dem  die  genannte  Aufgabe 
gelöst  werden  kann,  und  das  Resultat  in  so  weit  angeben,  als  es  für 
spätere  Betrachtungen  nöthig  ist. 

Was  die  Kugelfunctionen  unmittelbar  leisten,  ist  dieses,  Sie 
erlauben  eine  Function  U  zu  finden,  welche  ausserhalb  einer  Kugel 
der  Differentialgleichung  ^ü  =  0  genügt,  mit  ihren  Differential- 
quotienten, einwerthig  und  stetig  ist,  in  der  Unendlichkeit  verschwin- 
det, und  an  der  Oberfläche   der  Kugel  der  Bedingung  genügt,  dass 

Q   TT 

■^  beliebig  gegebene,  stetig  sich  ändernde  Werthe  erhält.     Aus  einer 

unendlichen  Zahl  solcher  Functionen  U  lässt  sich  eine  convergirende 
Reihe  bilden  für  das  Geschwindigkeitspotential  q)  für  eine  Flüssig- 
keit, in  der  zwei  Kugeln  in  gegebener  Weise  sich  bewegen.  Um 
das  zu  zeigen,  nennen  wir  die  Kugel,  deren  Mittelpunkt  (a,  b,  c) 
ist,  die  erste,  die  andere  die  zweite.  Man  bilde  die  Function  U^,  für 
welche  an  der  Oberfläche  der  ersten  Kugel 

-^  =  -^  d.  h.  =  1/  cos  {nx)  -\-  v  cos  {ny)  -\-  w  cos  {nz) 

und  die  Function  U^,  für  welche  an  der  Oberfläche  der  zweiten 

-^  =  ^  d.  h.  =  w'  cos  {rix)  -j-  v  cos  {ny)  -f-  lü  cos  {nz) 

ist,  und  setze 

u,  -f  u;  =  V, . 

Dieses  V^  ist  dann  das  erste  Glied  der  für  (p  aufzustellenden 
Reihe.  Die  Function  cp  —  Fj  soll  an  den  beiden  Kugelflächen  den 
Bedingungen  genügen,  dass  an  der  ersten 

dn  dn    ' 

an  der  zweiten 

a  (qp  -  Vi)  ^  dUx 

dn  dn 

ist;  man  bilde  die  Functionen  U^  und  ü^f  für  welche  an  der  ersten 
Kugelfläche 

dn  dn 

und  an  der  zweiten 

du^  ^  _  dm 

dn  dn 
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ist,  und  setze 

^2  +  Uö  ==  V,  ; 

es  ist  dann   V.^   das  zweite  Glied  der  Reihe  für  (p.     Für  die   erste 
Kugelfläche  soll  nun 

a  (cp  -  Fl  -  v^)         c  v; 


für  die  zweite 


sein.     Man  setze 


dn  dn 


dn  dn 


u,  +  u^  =  V,  , 

nachdem  U^  und  U^  so  bestimmt  sind,   dass  an  der  ersten  KugeMäche 

dn  dn  t 

und  an  der  zweiten  •» 

dU^- ^        dUt 
dn  dn 

ist.     In  dieser  Weise  fahre  man  fort;  dann  hat  man 

9  =    ^1   +    ^2  +    ^-^3   +    •     • 

Diese  Reihe  convergirt,  wie  hier  aber  nicht  bewiesen  werden 
soll,  immer;  nimmt  man  die  Radien  der  beiden  Kugeln  als  unend- 
lich klein  gegen  ihren  Abstand  an,  so  ist  dabei  jedes  folgende  Glied 
unendlich  klein  gegen  das  vorangehende.  Jede  der  Grössen  V2,  Tg,- 
erhält  mau  in  Kugelfunctionen  selbst  durch  eine  unendliche  Reihe 
ausgedrückt,  die  auch  die  Eigenschaft  hat,  dass  jedes  folgende  Glied 
unendlich  klein  gegen  das  vorangehende  ist,  wenn  die  Radien  der 
Kugeln  unendlich  klein  gegen  ihren  Abstand  sind.  Will  man  unter 
dieser  Voraussetzung  q)  nur  bis  auf  Grössen  einer  gewissen  Ordnung 
finden,  so  hat  man  nur  eine  beschränkte  Zahl  der  Grössen  V,  und 
in  jeder  von  diesen  eine  beschränkte  Zahl  von  Gliedern  zu  berück- 
sichtigen. 

Die  Grössen  fJ^  und  U/,  also  auch  auch  die  Grösse  Fj  findet 
man  unmittelbar  aus  der  Gleichung  27).  Bezeichnet  man  die  Ab- 
stände des  Punktes  (x ,y ^  z)  von  den  Mittelpunkten  der  beiden  Kugeln 
durch  /■  und  r',  ihre  Radien  durch  R  und  R',  und  benutzt,  dass  r  eine 
Function  von  x  —■  a,  y  —  b,  z  ~  c,  r  eine  Function  von  x  —  «', 
y  —  b',  z  ~  c   ist,  so  ergiebt  sich 

1  o      1  o      1 


28j 
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Die  Summe  dieser  beiden  Ausdrücke,  also  Fj,  giebt  den  Werth 
von  cp  in  erster  Näherung  an.  Bezeichnet  man  R  und  R'  als  unend- 
lich kleine  Grössen  erster  Ordnung  und  den  Abstand  der  Kugeln  als 
endlich,  so  müssen,  damit  das  Geschwindigkeitspotential  und  die 
Geschwindigkeiten  im  Allgemeinen  endlich  seien,  u,  v,  iv,  u,  v\  iv 
unendlich  gross  von  der  dritten  Ordnung  sein;  an  den  Kugelflächen 
werden  dann  (p  und  seine  Differentialquotienten  unendlich  gross.  In 
endlicher  Entfernung  von  den  Kugelflächen  giebt  die  Gleichung  (p  ==  F, 
die  Geschwindigkeiten  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  an,  nicht  aber 
an  diesen  Flächen.  Um  hier  dasselbe  zu  erreichen,  muss  man  Ü2  bilden, 
wobei  es  aber  ausreicht  die  Glieder  höchster  Ordnung  zu  berück- 
sichtigen. Dieser  Umstand  bewirkt,  dass  wiederum  die  Gleichung  27) 
U2  und    U.2'   zu  berechnen  erlaubt.     Um   U.,   zu   finden,   ist  für   die 

erste  Kugelfläche    -^  zu  bilden;  es  ist  aber 

setzt  man  hier  für  f//  seinen  Werth  aus  28),  führt  statt  der  Diff'e- 
rentialquotienten  nach  x,  y,  z  die  negativen  nach  d,  b',  c  genom- 
menen ein,  schreibt,  was  bei  der  beanspruchten  Genauigkeit  erlaubt 
ist,  Tq  für  r,  wo  r^  den  Abstand  der  Mittelpunkte  der  Kugeln  be- 
zeichnen, also 


r,  =  y\a  -  a'f  +  {b  -  b'f  -\- {c  -  cj 

sein  soll,  und  ersetzt  die  Differentialquotienten  nach  d,  b',  c   durch 
die  nach  a,  b,  c  genommenen,  so  ergiebt  sich 


dUz  du/  H'^  [      '      r,^     ,       r         ra      ,        ,         r«    i  .       . 

rVdöra  +  ''  w  +  '''  wie)  ^«^  ("^) 


mithin  nach  27) 


^  4       \     ^ßä     '  dadb     '  dadcj    da 

1  o,  1  \   .    1 


a«  -        .  d^~         a«  - 


a^l         a^  A         a?i\a- 


<7  — 


.   ac  a«  '     de  ob  '      ac'V  ^c 
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Entsprechend  ist 


-.  +  ^.~^-.  +  ^^ 


4      \    dcda    '       dcdb    ^        dv^ /   dt 

Bildet  man  mit  Hülfe  dieser  Werthe  von  U.,  und  U-y  die  Glei- 
chung cp  =  J\  -\~  F^f  so  giebt  dieselbe  auch  an  den  Kugelflächen 
die  Geschwindigkeiten  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  und  den 
Werth  von  cp  mit  Einschluss  unendlich  kleiner  Grössen  erster  Ord- 
nung genau  an.  Wir  werden  eine  Rechnung  durchzuführen  haben, 
bei  der  wir  die  Werthe  von  (p  an  jeder  Kugelfläche  mit  dieser  Ge- 
nauigkeit kennen  müssen.  Um  sie  zu  finden,  kann  man  mit  den  in 
28)  angegebenen  Werthen  von  U^  und  6^,'  noch  eine  Umformung 
vornehmen.  Es  handle  sich  darum,  für  die  erste  Kugelfläche  cp  zu 
ermitteln.      Die    in    dem    Ausdrucke    von    U^     vorkommende  Grösse 

,  kann  man  nach  Potenzen  von  x  —  a,  ij  —  b,  z  —  c ,  die  unendlich 

klein  von  der  ersten  Ordnung  sind,  entwickeln  und  hat  nur  die  ersten 
Potenzen  zu  berücksichtigen  nöthig.     Da 

X  —  a  =  R  cos  (nx)  ,     y  —  b  =  R  cos  {ny)  ,     z  —  c  =  R  cos  (n  z) 

ist,  so  hat  man  daher 

d-  a  i  a  1 


\  =  1^—  R  \j^  cos  inx)  +  -^  cos  {ny)  +  -^  cos  {nz) 


zu  setzen-,  hieraus  ergiebt  sich 


Ä'3 


d  -         d  ^         d  ~ 


TT  r  '^  "    I        '        ^n       I  '         ^0       1  ' 


flfl'3 


~2~ 


da     ^         db     ^  de 


w'ä~2-  +  V  ^   "-  4-  w  ^r--K-  j  cos  (nx) 


f)^  1         a^A  a^  - 


u 


+  ^'?^'?  +  ^^'^Jcos(ny) 


rb:^ 

2 


a'  i         a«  ~  a  - 


Aus  28)  folgt  ferner 
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jrles 


ung. 


da 


ü. 


R  ( 


COS  {rix)  -j-  V  cos  {inj)  -\-  w  cos  {nz 


)) 


=  ^cos 


{rix) 


db 


=  ^,cos 


{ny) 


=  ^,cos 


(w;j:) 


ist.  Benutzt  man  diese  Relationen,  um  auch  den  in  29)  für  U2  an- 
gegebenen Ausdruck  umzugestalten,  und  erwägt,  dass  U^  von  höherer 
Ordnung,  als  der  ersten,  unendlich  klein  ist,  so  erhält  man  für  die 
erste  Kugelfläche  mit  der  verlangten  Genauigkeit 

(p  =  —  -xiu  cos  {nx)  +  V  cos  {ny)  -f-  iv  cos  {nz)\ 


+ 


fi'3 


ai 


RR'^ 
4 

RR'^ 
4 

4 


2a 


aö 

da  db 
1 


_}_  y'  !«_  _!_  ^'  !!l 


dbda 

^o     1 


g2A  ^2 


aft« 


o,  1 


a&a< 


cos  («cc) 


cos  (ny) 


1 


''ü 


dcda 


+  ^'^  +  ^^''75^0s(..) 


af^ 


30) 


Den  Werth  von  (p  an  der  zweiten  Kugelfläche  fludet  man,  indem 
man  in  diesem  Ausdrucke  die  gestrichenen  Buchstaben  mit  den  unge- 
strichenen vertauscht. 


Neunzehnte  Vorlesung. 

(Diiferentialgleichungen  für  die  Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Flüssig- 
keit, auf  den  gegebene  Kräfte  wirken.  Anwendung  des  Hamilton'schen  Prin- 
cipes  auf  diesen  Fall.  Bewegung  des  Körpers,  wenn  keine  Kräfte  wirken. 
Vereinfachung  der  Aufgabe  durch  Voraussetzung  gewisser  Symraetrieen.  Kugel. 
Rotationskörper.  Bewegung  zweier  unendlich  kleiner  Kugeln  in  der  Flüssigkeit. 
Kräfte,  die  diese  auf  einander  ausüben,) 

§   1. 

Bei  den  in  der  vorigen  Vorlesung  betrachteten,  durch  die  Be- 
wegung eines  festen  Körpers  bedingten  Bewegungen  einer  Flüssig- 
keit, die  nach  allen  Richtungen  sich  in  die  Unendlichkeit  erstreckt, 
nahmen  wir  die  Bewegung  des  Körpers  als  eine  gegebene  an.  Wir 
wollen  uns  jetzt  mit  der  Aufgabe  beschäftigen,  diese  Bewegung  zu 
bestimmen,  wenn  auf  den  Körper  und  die  Flüssigkeit  gegebene 
Kräfte  wirken.  Dabei  werden  wir  von  der  auf  ein  Flüssigkeits- 
theilchen  sich  beziehenden  Kraft  voraussetzen,  dass  sie  ein  einwerthiges 
Potential  hat,  da  wir  die  Annahme,  dass  ein  Geschwindigkeits- 
potential existirt,  wie  wir  es  dort  betrachtet  haben,  festhalten  wollen. 

Um  die  genannte  Aufgabe  zu  lösen,  könnten  wir  so  verfahren, 
dass  wir  mit  Hülfe  der  Gleichung  20)  der  fünfzehnten  Vorlesung  die 
Drucke  berechneten,  welche  die  Flüssigkeit  auf  die  Elemente  der 
Oberfläche  des  Körpers  ausübt,  und  diese  als  Kräfte  einführten  in 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Körpers,  die 
in  §  2.  der  sechsten  Vorlesung  entwickelt  sind.  Auf  kürzerem  Wege 
aber  erreichen  wir  unsem  Zweck,  wenn  wir  von  dem  Hamilton'schen 
Principe  ausgehn,  welches,  wie  in  §  6.  der  eilften  Vorlesung  gezeigt 
ist,  auch  für  einen  Fall,  wie  er  uns  jetzt  vorliegt,  gilt,  und  welches 
auf  solche  Fälle  zuerst  von  Thomson  und  Tait*)  angewandt  wor- 
den ist. 

Wir  bezeichnen  durch  m  die  Masse  eines  der  materiellen  Punkte, 
welche  den  festen  Körper  und  die  Flüssigkeit  bilden,  durch  '%,  y],  i, 
die  Coordinaten  desselben  in  Bezug  auf  ein  im  Räume  festes  Coordi- 
natensystem  zur  Zeit  /,   durch   U'  die  Arbeit  aller  wirkenden  Kräfte 


*J  Handbuch    der   theoretischen    Physik   von   W.  Thomson   und  P.  G.  Tait, 
deutsche  üebersetzuiig,  Bd.  1.  p.  296. 
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für  unendlich  kleine,  virtuelle  Verrückungen  ihrer  Angriffspunkte, 
auf  welche  Verrückungen  das  Zeichen  d  sich  beziehen  soll,  endlich 
durch  T  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systemes.  Nach  dem 
Hamilton'schen  Principe  ist  dann 

[2''"^*^I  "  pnsT+u'),  1) 

WO  die  Summe  sowohl  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Massen  als 
auf  die  verschiedenen  Coordinaten  einer  jeden  Masse  zu  nehmen  ist, 
und  t^)  und  t'  irgend  zwei  Werthe  von  l  bedeuten.  Ueber  die  Varia- 
tionen d|,  auf  welche  wir  diese  Gleichung  anwenden  wollen,  setzen 
wir  Folgendes  fest:  für  den  festen  Körper  sollen  sowohl  für  t  =  /„, 
als  für  t  =  t'  alle  d^  =  0  sein;  für  t  =  t^  soll  dasselbe  für  die 
Flüssigkeit  gelten;  für  die  variirte  Bewegung  der  Flüssigkeit,  für 
die  Bewegung  also,  bei  der  ^  -}-  d^,  rj  -^  dr],  ^  ^  d^  die  Coordinaten 
der  Masse  m  zur  Zeit  t  sind,  soll  ein  Geschwindigkeitspotential,  wie 
für  die  gesuchte,  existiren.  Aus  den  Werthen,  die  d^  für  die  Theile 
des  festen  Körpers  hat,  sind  dann  die  Werthe  von  Ö^  für  alle  Theile 
der  Flüssigkeit  vollkommen  bestimmt.  Für  t  =  f  verschwinden  die 
letzteren  im  Allgemeinen  Jiicht]  trotzdem  verschWindet,  wie  gezeigt 
werden  soll,  die  linke  Seite  der  Gleichung  1).  Dieselbe  ist  nach  den 
gemachten  Festsetzungen,  wenn  dt  ein  Element  des  von  der  Flüssig- 
keit erfüllten  Raumes  und  fi  die  Dichtigkeit  dieser  bezeichnet,  gleich 
dem  Werthe,  den 


,J,.(|l,|  +  g,,+g,5) 


für  t  =  t'  annimmt.     Es  ist  aber 

rf  I  dcp         drj  8(p         di^  d  <jp 

also  dieser  Ausdruck 

Statt  der  Bedinguug,  dass  die  Flüssigkeit  in  der  Unendlichkeit 
ruht,  führen  wir  hier  die  Annahme  ein,  dass  dieselbe  in  eine  unend- 
lich grosse,  feste  Kugelfläche  eingeschlossen  ist;  nach  dem  an  Ende 
des  §  7.  der  sechszehnten  Vorlesung  bewiesenen  Satze  ist  diese 
Annahme  mit  jener  gleichwerthig.  Nennt  man  ds  ein  Element  der 
Oberfläche  des  Körpers  oder  der  genannten  Kugelfläche,  n  die  nach 
der  Flüssigkeit  gerichtete  Normale  von  ds,  so  verwandelt  sich  durch 
theilweise  Integration  die  zu  untersuchende  Grösse  in 
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—  ^   I  ds  q)  (di,  cos  (n|)  +  ^V  ^os  (?ii])  -{-  Öt,  cos  (fit,)]  • 
Wegen  der  Incompressibilität  der  Flüssigkeit  ist  allgemein 

a§  "*"  a^j  "*"  a&  ~^' 

für  jedes  Element  der  Oberfläche  des  Körpers  ist,  wenn  (  ==  t'  , 

d^  cos  (n^)  -{-  df]  cos  (jirj)  -{-  S^  cos  (n^)  =  0  , 

weil  für  den  bezeichneten  Zeitpunkt  die  Variationen  der  Coordinaten 
der  Punkte  des  Körpers  verschwinden  sollen  ^  und  dieselbe  Glei- 
chung besteht  für  jedes  Element  der  einschliessenden  Kugelfläche, 
weil  diese  fest  ist. 

Hiernach  ist  die  Gleichung  1) 

0  =   fdt  {dT-\-  (/')  .  2) 

Die  lebendige  Kraft  des  betrachteten  Systemes,  T,  setzt  sich 
zusammen  aus  der  lebendigen  Kraft  des  festen  Körpers  und  der  der 
Flüssigkeit.  Die  erste  ist  nach  der  Gleichung  2)  der  sechsten  Vor- 
lesung eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  u,  v ,  w ,  p,  q,  r 
mit  Constanten  Coefficienten ;  die  zweite,  nämlich 

oder,  was  dasselbe  ist, 


ij 


ds  o)  -^ 


ist  in  Folge  der  Gleichung  22)  der  vorigen  Vorlesung  eine  eben 
solche  Function;  auch  T  ist  daher  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  von  ii,  v,  w,  p,  q,  r  mit  constanten  Coefficienten ,  deren 
Werthe  von  der  Gestalt  des  Körpers,  der  Masse  dieses  und  ihrer 
Vertheilung,  sowie  von  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  abhängig  sind. 
Die  Arbeit  U'  setzt  sich  zusammen  aus  der  Arbeit  der  Kräfte, 
welche  auf  den  Körper  wirken,  und  der  Arbeit  der  Kräfte,  welche 
auf  die  Flüssigkeitstheile  ausgeübt  werden.  In  Bezug  auf  die  letzteren 
haben  wir  schon  voraussetzen  müssen,  dass  sie  ein  einwerthiges 
Potential  besitzen.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  der  feste  Körper  ersetzt 
wäre  durch  eine  Flüssigkeitsmasse,  die  mit  der  äusseren  gleichartig  ist, 
die  Arbeit  der  sämmtlichen  Kräfte  für  eine  Verrückung  der  gedachten 
Flüssigkeitsmasse  Null  wäre,  und  dass  <laher  die  Arbeit  der  auf  die 
wirklich  vorhandene  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  gleich  ist  der 
negativ  genommenen  Arbeit  der  Kräfte,  welche  auf  die  gedachte 
Flüssigkeitsmasse,  wenn  sie  vorhanden  wäre,  wirken  würden. 
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Die  Gleichung  2)  stimmt  in  Allem  überein  mit  derjenigen,  aus 
welcher  wir  im  §  2.  der  sechsten  Vorlesung  die  DifiFerentialgleichungen 
der  Bewegung  eines  starren  Körpers  im  leeren  Räume  entwickelt 
haben.  Diese  Differentialgleichungen,  nämlich  die  Gleichungen  12) 
und  13)  oder  14)  und  15)  der  genannten  Vorlesung  gelten  also  auch 
für  den  hier  betrachteten  Fall ;  nur  bedeuten  hier  X,  F,  Z,  M-^,  My,  M^ 
die  Componentensummen  und  Drehungsmomente  in  Bezug  auf  die 
Achsen  der  x,  y,  z,  S,  H,  Z,  Mi,  Mt,,  Mt;  die  Componentensummen 
und  Drehungsmomente  in  Bezug  auf  die  Achsen  der  i,,  t],  l  der 
Kräfte,  welche  auf  den  Körper  wirken,  und  der  negativ  genommenen 
Kräfte,  welche  auf  die  vom  Körper  verdrängte  Flüssigkeit,  wenn  sie 
vorhanden  wäre,  wirken  würden;  überdies  haben  die  Coefficienten  in 
dem  Ausdrucke  von  T  hier  ändere  Werthe,  als  dort. 


§2. 

Wir  werden  jetzt  annehmen,  dass  auf  den  festen  Körper  und 
die  Flüssigkeit  keine  Kräfte  wirken;  die  Resultate,  zu  denen  wir 
dabei  kommen  werden,  gelten  in  gewissen  Fällen  auch,  wenn  Kräfte 
vorhanden  sind,  z.  B.  wenn  die  Schwere  wirkt,  der  Körper  aber 
überall  dieselbe  Dichtigkeit,  wie  die  Flüssigkeit  besitzt.  Die  Glei- 
chungen 12)  und  13)  der  sechsten  Vorlesung  sind  dann 

±dT  ^^     dT  _      dT 

dt  du  dv  ^  Cw 

JL  ^=      ^_      ^_1 
dt  dv  dw  du 


d  dT  ^       dT  _       djr 
dt  dw        ^  du        ^  dv 


3) 


d  dT  dT  dT    ,        dT  dT 

dt  dp  dv  dw    '        dq         ^  dr 

d   dT  dT  dT    ,         dT  dT 

dt  dq  dw  du     '     ^   dr  dp 

±dT  ^       dT  _       dT    .        dT  __       dT  ^ 
dt  dr  du  dv     *     ^  dp  dq 

Es  möge  zuerst  eine  particuläre  Lösung  derselben  erwähnt  wer- 
den. Man  genügt  ihnen,  wenn  man  p  =  0,  g  =  0,  r  =  0  und 
u,  V,  w  gleich  Constanten  setzt,   deren  Verhältnisse  die  Bedingung 

dT      dT      dT 

u  :  V  :  w  ==  -F-  :  -ö-  :  k- 

üu       dv      cw 

erfüllen.  Es  verschwinden  dann  die  rechten  Theile  der  Gleichungen  3), 
und  es  verschwinden  auch  die  linken,  da  u,  v,  w,  p,  q,  r  Constanten 
sind.  Erwägt  man,  dass,  wenn  p,  q,  r  verschwinden,  T  eine  homo- 
gene Function  zweiten  Grades  von  u,  v,  w  wird  und  zwar  eine,  die 


§  2.    Bewegung  des  Körpers,  weim  keine  Kräfte  wirken.  237 

stets  positiv  bleibt,  da  die  lebendige  Kraft  nicht  negativ  sein  kann, 
so  sieht  man,  dass  die  Bestimmung  der  Verhältnisse  u  :  v  :  tv  aus 
der  genannten  Bedingung  übereinkommt  mit  der  Bestimmung  der 
Hauptachsen  eines  gewissen  Ellipsoids,  des  Ellipsoids  nämlich,  dessen 
Gleichung 

T  =  const. 

ist,  wenn  man  it,  v,  w  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  ansieht.  Nimmt  man  die  Achsen  der  u,  v,  w  parallel  mit 
denen  der  x,  y ,  z  an,  so  sind  die  Richtungen  der  Hauptachsen  des 
bezeichneten  Ellipsoids  drei  auf  einander  senkrechte,  im  Körper  feste 
Richtungen,  in  deren  jeder  dieser,  ohne  sich  zu  drehen,  mit  gleich- 
bleibender Geschwindigkeit  in  der  Flüssigkeit  fortschreiten  kann.  An- 
dere Richtungen,  die  dieselbe  Eigenschaft  haben,  giebt  es  nicht,  wenn 
das  Ellipsoid  nicht  ein  Rotationsellipsoid  ist;  ist  dies  der  Fall,  so  hat 
die  Richtung  der  Rotationsachse  und  jede  auf  dieser  senkrechte  Rich- 
tung die  genannte  Eigenschaft.  Jede  Richtung  besitzt  sie,  wenn  das 
Ellipsoid  eine  Kugel  ist. 

Wir  untersuchen  nicht,  unter  welchen  Bedingungen  die  bespro- 
chene Bewegung  eine  stfibile  ist,  d.  h.  unter  welchen  Bedingungen 
immer  p,  q,  r  unendlich  klein  sind  und  w,  v  ^  w  Mva  auf  unendlich 
Kleines  die  bezeichneten  Wertlie  haben,  wenn  in  einem  Augenblicke 
dieses  stattfindet. 

Ohne  eine  beschränkende  Annahme  einzuführen,  kann  man  drei 
Integrale  der  Gleichungen  3)  finden;  zu  diesem  Zwecke  hat  man 
dieselben 

mit  u  oder  mit 


w 


dT 

du 

oder 

mit 

dT 
dp 

dT 

dT 

dv 

dq 

dT 

aT 

dw 

dr 

0 

dT 

du 

0 

dT 

dv 

0 

dT 
dw 

zu  multipliciren  und  jedesmal  zu  addiren.  Erwägt  man  bei  Benutzung 
des  ersten  Factoren  Systems,  dass  nach  einem  bekannten,  auf  homogene 
Functionen  bezüglichen  Satze 

o^  dT    .         dT    .         dT    .         dT    .         dT-  .         dT 

du    '         dv     '         dw    '     '    di^    '         dq    '         dr  ' 
dass  ferner 

Kirchliol'f,   Mechanik.  16 
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dT dT  du     ^^d2'  dv  _,    dT  dw     ^^dT  dp     ^^oT  dq     |_  ^  T  dr 

dt  du   dt     '     dv   dt     '    dio  dt     '    dp   dt     '     dq   dt  ~^  dr   dt  ' 

und  daher 

dT  ff'   ^J'    \  '^  ^^'    1  A  ^J^'  _r_         'f  ^  JL.       A  ^  _1_        'f  ^J£ 

dt  ~  ^^  dt  du   "•"   ^  dt   dv  '^  ^  dt  dtv~^  ^^  dt  dp  '^   ^'^  dt  dq  ~^   ^  dt   dr 

ist^  so  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

2T=  L 

dTd_T\drdT.dTdZ^  V 

du  dp  dv  dq         dv)  dr         "^    ' 

wo  Z,  ü!/,  xV  willkührliche  Constanten  bedeuten. 

G  andere  Integrale  des  vorliegenden  Problems  erhält  man  aus 
der  zweiten  Form  seiner  Differentialgleichungen,  die  aus  den  Glei- 
chungen 14)  und  15)  der  sechsten  Vorlesung  hervorgeht,  wenn  man 
in  diesen  ,5;  H,  Z,  M-^,  M,^,  Mt;  gleich  Null  setzt.  Die  einen 
geben 

dT    .  dT    ,  dT  . 

^  du    '      ~  dv    '      ">  dw 

dT    .  dT    .  dT        ^ 

y^  du  +  y^ dv  +  'y-^dVv=^^^ 

und  die  andern  bei  Rücksicht  hierauf 

".If  +  ftli'  +  AlJ-^'  +  c^-^y  6) 

wo  A,  B,  C,  Ä,  B\  C  willkührliche  Constanten  sind,  und  die  12 
Grössen  a,  ß,  y  die  in  den  Gleichungen  20)  der  vorigen  Vorlesung 
angegebene  Bedeutung  haben. 

Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  4)  sind  Folgen  der  Gleichun- 
gen 5)  und  6),  und  die  Constanten  M  und  N  sind  ausdrückbar  durch 
die  Constanten  A,  B,  C,  Ä,  B',  C .  Quadrirt  man  nämlich  die 
Gleichungen  5)  und  addirt  sie,  multiplicirt  man  dann  die  Gleichun- 
gen 5)  mit  den  Gleichungen  6)  und  addirt  wieder,  so  erhält  man  bei 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  4)  und  die  Relationen,  die  zwischen 
den  Cosinus  a^,  /3, ,  y^,   a^,  /Sj,  y^y  «3^  /^s,  y^  bestehen, 

A^'^  B'^-\-e~^M 

AA'  -f-  BB'  -\-  CC'  ^  N  . 
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Hat  man  u,  v,  iv,  p,  q,  r  den  Gleichungen  3)  gemäss  als  Func- 
tionen von  t  bestimmt,  so  erfordert  die  vollständige  Lösung  des 
vorgelegten  Problems,  d.  h.  die  Bestimmung  der  12  Grössen  a,  /3_,  y 
nur  noch  die  Ausführung  von  Quadraturen,  wie  nun  gezeigt  wer- 
den soll. 

In  Bezug  auf  die  willkührlichen  Constanten  A,  B ,  C,  die  in  den 
Gleichungen  5)  vorkommen,  kann  man,  ohne  die  Allgemeinheit  der 
betrachteten  Bewegung  zu  beeinträchtigen ,  annehmen,  dass  A  =  0, 
B  =  0  und  C  positiv  ist ;  man  verfügt  dadurch  nur  über  die  Richtung 

der  ^- Achse.     Sieht  man  nämlich    o— ,    ö- ,  o—  als  die  Componenten 

der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  nach  den  Achsen  der  x ,  y ,  z  an, 
so  zeigen  die  Gleichungen  5),  dass  die  Componenten  dieser  Ge- 
schwindigkeit nach  den  Achsen  der  S,,  7],  t,  den  Constanten  A,  B,  C 
gleich  sind ;  giebt  man  der  t,  -  Achse  die  Richtung  dieser  Geschwindig- 
keit, so  verschwinden  A  und  B,  während  C  positiv  wird.  Multiplicirt 
man  nach  dieser  Festsetzung  die  Gleichungen  5)  mit  a^,  ß^,  y^  oder 
K.,,  ß.y,  y^  oder  a.^,  ß.^,  y.^  und  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man 

_  1  a7'         _  1  dT         _  1  a?' 

^1  ~~  C  du  '       ^2         c  dv  •        ^:*  ~  C  dw  '    .  ^^ 

Um  die  G  andern  Cosinus  zu  finden,  führen  wir  die  durch  die 
(ileichungen  8)  der  fünften  Vorlesung  definirten  Winkel  Q^,  f,  <p  ein. 
AVir  haben  dann 

/j  =  cos  /  sin  -^^ ,     y.,  =  sin  f  sin  d'  ,     y.^  =  cos  d-  ,  8) 

woraus  /"  und  %'  zu  bestimmen  sind.  Zur  Bestimmung  von  <p  führt 
die  Gleichung  13)  der  siebenten  Vorlesung,  nämlich  die  Gleichung 


;iLis  welcher  folgt 


,       p         VU  on       , 

acp  —  v  Jdf~^,.ST^2  "^  • 

Um  endlich  die  Coordinaten  a,  ß,  y  des  Anfangspunktes  der 
X,  y ,  z  als  Functionen  von  t  darzustellen,  setzen  wir  die  in  den  Glei- 
chungen 6)  vorkommenden  Constanten  Ä  und  B'  gleich  Null;  auch 
dadurch  beeinträchtigen  wir  nicht  die  Allgemeinheit  der  betrachteten 
Bewegung;  wir  verfügen  nur  über  die  Lage  der  ^- Achse,  da,  wie 
aus  den  Gleichungen  6)  hervorgeht,  eine  Veränderung  der  Werthe 
von  Ä  und  B'  compensirt  wird  durch  Hinzufügung  von  additiven 
(konstanten  zu  ß  und  a.  Die  beiden  ersten  der  Gleichungen  G) 
geben  dann 

IG* 
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''-c[^^Tp  +  ^^-  d,  +  ^-^  d^) 

a  \  (      dT    .  dT    .  dT\ 


dT    ,     ._    dT    ,     ..    dT\ 

und  y  ist  aus  der  Gleichung 

dy 
dl 


^        /i  1/  +  y.,  V  -\-  y.j  lü 


,    ,         dy         \  f     dT    .         dT    .  dT\ 


zu  ermitteln. 


§3. 

Die  Zahl  der  in  dem  Ausdruck  von  T  vorkommenden  Constanten 
ist  im  Allgemeinen  21 ;  unter  gewissen  Bedingungen  verringert  sich 
aber  diese  Zahl  und  die  Integration  der  Differentialgleichungen  3) 
wird  dann  erleichtert.  Eine  solche  Vereinfachung  tritt  ein,  wenn  die 
Oberfläche  des  Körpers  und  die  Vertheilung  der  Masse  in  ihm 
symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Ebene  ist.  Um  das  zu  zeigen,  fassen 
wir  zuerst  den  Theil  von  T  ins  Auge,  den  die  lebendige  Kraft  der 
Flüssigkeit   bildet.     Das  Doppelte  dieser  lebendigen  Kraft  setze  man 

=  «,,?/-  -|-  2ay,uv  -f-  2a^^uiv  -\-  2a^^up  -\-  2a^^uq  +  2a^^ur 

-{-  «22^^  "h  '^(^n^iv  -f-  2a^^vp  -\-  2a^-^vq  -f-  2a.^^vr 

+  «33«^'  + 

Dieser  Ausdruck  ist  dann,  wie  wir  im  §  1.  gesehen  haben, 

in  Folge  der  Gleichung  22)  der  vorigen  Vorlesung  hat  man  daher 
«11  =  -  /i  r^s  9>i  ^ 

»„  =  -  ^Jas  ^,  |a  =  -  ,  J'rf.  ^^  ^  9) 

Es  werde  nun  angenommen,  dass  die  Oberfläche  des  Körpers 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  xz -Ebene  ist,  d.  h.  dass,  wenn  o:,  y,  z 
die  Coordinaten  eines  Punktes  derselben  sind,  sie  auch  den  Punkt 
i?^-,  —  y y  z)  enthält.  Zwei  Punkte,  wie  diese,  sollen  entsprechende 
Punkte  genannt  werden.  In  zwei  entsprechenden  Punkten  der  Ober- 
fläche haben  dann,  den  Gleichungen  23)  der  vorigen  Vorlesung  zu- 

^"'«^'^''^'-'^f    gl«*<=    «"d    -af>  '^S'^    entgegengesetzte 
Werthe.    Daraus  lässt  sich  beweisen,  dass  in  irgend  zwei  entsprechen- 
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den  Punkten  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  cp^,  (p^,  cp^ 
gleiche^  cp.^,  (p^,  (p^  entgegengesetzte  Werthe  besitzen.  Bezeichnet 
man  nämlich  durch  cp{  den  Werth  von  (p^  in  dem  Punkte  {x,  —  y,  z), 
aufgefasst  als  Function  von  x,  ij ,  z  (den  Coordinaten  des  Punktes, 
auf  den  sich  9?,  bezieht),  so  genügt  g),  —  g?/  derselben  partiellen 
Differentialgleichung  und  denselben  Stetigkeitsbedingungen,  wie  cp,  es 
ist,  wie  dieses,  in  der  Unendlichkeit  =  0,  und  an  der  Oberfläche  des 
Körpers  ist 

a  (yi  —  qPi')  r.   ^ 

dn  — ^  ' 

daraus  folgt  gp/ =  <p^.  In  ähnlicher  Weise  sind  die  über  qcjj  ^\\j  -  ' 
ausgesprochenen  Behauptungen  zu  beweisen.  Da  hiernach  auch  in 
entsprechenden  Elementen  der  Oberfläche  des  Körpers  9),,  9)3,  qpg 
gleiche  und  gjj?  ^'4^  9?^  entgegengesetzte  Werthe  haben,  so  zeigen 
die  Gleichungen  9),  dass  diejenigen  a  verschwinden,  bei  denen  ein 
Index  der  Reihe  1,  3,  5,  der  andere  der  .Reihe  2,  4,  6  angehört. 

Das  Doppelte  der  lebendigen  Kraft  des  Körpers  ist,  wenn  dm 
ein  Element  seiner  Masse  bezeichnet,  das  die  Coordinaten  x,  y ,  z 
hat,  wie  schon  in  der  Gleichung  2)  der  sechsten  Vorlesung  ange- 
geben ist, 

=  Cdm  1«=  +  v2  +  lü"-  -f  (y2  +  ^2)  p2  _|_  (^2  _^  ^2)  ^2  ^  (^,2  _^  y2)  ^2 

-\-2x  {vr  —  wq)  -f-  2?/  {ivp  —  ur)  -\-  2z  (uq  —  vp) 

—  2yz  qr  —  2zx  rp  —  2xy  pq  \  ; 

ist  die  Vei*theilung  der  Masse  symmetrisch  zur  .rr- Ebene,  so  ver- 
schwinden hier  diejenigen  Glieder,  welche  die  Factoren 

ivp  —  ur  ,     qr  ,    pq 

enthalten.  Setzt  man  allgemein  die  doppelte  lebendige  Kraft  des 
Körpers 

=  biiU' -{- 2bi2uv -\- 2bi^uw -{- 2byiup -\- 
-j-  Z?22«^*  +  2b2;^vw  -f-  2b.^^vp  -\- 

so  verschwinden  daher,  wie  man  leicht  sieht,  diejenigen  b,  bei 
denen  ein  Index  der  Reihe  1,  3,  5,  der  andere  der  Reihe  2,  4c,  Q 
angehört. 

Daraus  folgt,  dass,  wenn  man 

2T  =  c^^u^ -\- 2cyyUv -\- 2c^r^uiv -]- 2c^^tip -\- 

-\- Cy^v'^ -\- 2c2^viü -\-  ■  •         - 
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setzt,  diejenigen  c  gleicli  Null  sind,  bei  denen  ein  Index  1,  3  oder  b, 
der  andere  2,  4  oder  G  ist,  falls  der  Körper  sowohl  in  Bezug  auf 
seine  Gestalt,  als  in  Bezug  auf  die  Vertlieilung  der  Masse  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  a:z -Ebene  ist. 

Findet  eine  solche  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  y.c- Ebene  oder 
die  ^//- Ebene  statt,  so  treten  an  Stelle  der  Reihen  1,  o,  5  und 
2,  4,  6  die  Reihen  2,  1,  G  und  3,  5,  4  oder  die  Reihen  3,  2,  4 
und  1,  G,  5. 

Es  sei '  nun  der  Körper  symmetrisch  nach  Gestalt  und  Verthei- 
lung  der  Masse  in  Bezug  auf  zwei,  auf  einander  senkrechte  Ebenen; 
nehmen  wir  diese  zxxxxz-  und  y^:- Ebene,  so  ergiebt  sich  Iiieraus 

+  2cj^?<^  +  2c2ji'p  . 

Wir  specialisiren  den  betrachteten  Fall  noch  weiter,  indem  wir 
annehmen,  dass  es  noch  ein  zweites  Paar  auf  einander  senkrechter, 
durch  die  z -Achse  gehender  Ebenen  giebt,  in  Bezug  auf  welche 
Symmetrie  stattfindet.  Wir  führen  ein  zweites  Coordinatensystem, 
das  der  x  ,  y',  z',  ein,  dessen  x  z  -  und  y'z'- Ebenen  diese  Ebenen 
sind ;  für  denselben  Punkt  ist  dann 

X  =■  X  cos  %•  -\-  y  sin  d" 

?/  =  —  x   sin  ^  -{-  y  cos  0- 

^  =  z  , 

wo  Q'  einen  der  Winkel  bedeutet,  den  die  .tz- Ebene  mit  der  a;'^:'- Ebene 
bildet.  Bezeichnen  wir  durch  gestrichene  Buchstaben  dieselben  Grössen 
in  Bezug  auf  das  neue  Coordinatensystem,  welche  in  Bezug  auf  das 
alte  die  ungestrichenen  bedeuten,  so  ist  zugleich 

M  =  m'  cos  d"  -\-  v  sin  %•  p  =  p'  cos  ^  -\-  q'  sin  d' 

V  =  —  ?/  sin  %■  -\-  v'  cos  '9'  q  =^  —  j;?'  sin  ■0'  -f-  ^'  cos  d' 

IV  =  w'  *  r  =  r' 

und 

2  J  =  q,'w'2  _|_  c^^'j^'2  _!_  c,,3^^;'2  -f  C44>'2  -j-  Cy^q"^  -f-  Cßg'r'^ 

+  2c,5' ?/(?'  + 2 Co/yV  . 

Setzt  man  die  beiden  Ausdrücke  von  ■  2  T  einander  gleich ,  so 
erhält  man  eine  Gleichung,  welche  identisch  sein  muss  bei  Rück- 
sicht auf  die  Relationen  zwischen  u,  v,  tv,  j),  q,  r,  und  ?/,  v ,  iv\ 
p ,  q,  r.  Drückt  man  jene  G  Grössen  durch  diese  aus,  so  ergiebt 
die   Vergleichung   der   Coefficienten   von  ii   v,  p   q    und  u  p  —  v  q 

^11  ^22  ^^  ^^  ;       ^U  ^55  ^^  ^  1       ^15  ~r   ^^24  "^^  ^  5 

und   die  Vergleichung  der  Coefficienten    der    übrigen   Glieder,    dass 
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die    Grüssuu   c    den    entsprechendeu   Grössen   r   gleich    sind.      Hier- 
nach ist 
'lT^c,,{u^Ar  v^)  +  c,,tv-^  +  c,,  {f-  +  rf^)  +  c,,r''  +  2c,,  {uq-  vp). 

Dieser  Ausdruck  lässt  noch  eine  Vereinfachung  zu  durch 
eine  passende  Walil  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  auf  der 
r- Achse.  Um  das  zu  zeigen,  führe  man  neben  dem  Coordinaten- 
system  der  x,  y ,  z  ein  zweites,  das  der  x,  y\  z  ein,  das  so  gewählt 
sein  soll,  dass  für  jeden  Punkt 

x  =  X  ,    y  =  \j'  j     z  =  z'  -{-  a 
ist.      Bei  einer  ähnlichen   Bezeichnung,   wie  sie   eben  gebraucht  ist, 
hat  man  dann 

u  =  11  —  a  q  p  =  p 

V  =  v   -\-  ap  ^  =  q' 

IC  =  IV  r  =  r 

und 

r,,  (w-  -f  V')  4-  c^.^iv'  +  C4,  (/?2  -f-  (f-)  -f-  c^.y  +  26-,,  {uq  —  vp) 

=  C\ i  (w  '^  +  v  ')  +  ^33'«^' '  +  Cu  (P  -  +  Q' ■')  +  Cw  r  ' 4- 2 <7,5'  (m' q—  v p) , 
woraus  folgt 

'^11  ""^  '"ll     1       ^33  ^^  ^33    '       ^GC,  =  <^(i(i    1 
^15  =^15'  +  2«  ^11'  • 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  der  Anfangspunkt  der  z  be- 
liebig gewählt  ist,  a  so  bestimmt  werden  kann,  dass 

ist.     Es  wird  dann 

2  r  =  c„  iu'  +  .^i  -f  c.^w'^  +  c,,  (/;2  +  ^2)  _p  ^^^^2  ,  10) 

Die  Voraussetzungen,  auf  welcben  die  Herleitung  dieser  Glei- 
chung beruht,  sind  erfüllt,  wenn  der  Körper  der  Gestalt  und  Ver- 
theilung  der  Masse  nach  ein  Rotationskörper  ist;  sie  sind  aber  auch 
in  mannigfaltigen  andern  Fällen  erfüllt,  z,  B.  wenn  der  Körper  ein 
homogenes,  gerades  Prisma  oder  eine  homogene,  gerade  Pyramide 
von  quadratischem  oder  regelmässig  sechseckigem  Querschnitt  ist; 
in  solchen  Fällen  wollen  wir  sagen,  dass  er  den  Charakter  eines 
Rotationskörpers  hat. 

Ist  der  Körper  ein  Rotationskörper  in  Bezug  auf  zwei  auf  ein- 
ander senkrechte  Achsen,  d.  h.  ist  er  eine  Kugel^  in  der  die  Masse 
symmetrisch  zum  Mittelpunkte  vertheilt  ist,  oder  hat  er  den  Charakter 
eines  Rotationskörpers  in  Bezug  auf  zwei  auf  einander  senkrechte 
Achsen,  was  z.  B.  bei  einem  homogenen  Würfel  oder  einem  homo- 
genen, regulären  Oktaeder  der  Fall  ist,  und  nimmt  man  diese  Achsen 
zu  zweien  der  Coordinatenachsen,  so  ist  für  ihn 
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Das  hierdurch  bestimmte  T  ist  von  derselben  Form,  als  die 
lebendige  Kraft  des  Körpers  selbst;  nur  seine  Masse  und  seine  Träg- 
heitsmomente in  Bezug  auf  die  Coordinatenachsen  erscheinen  durch 
die  Flüssigkeit  vergrössert;  die  Aufgabe,  seine  Bewegung  in  der 
Flüssigkeit  zu  bestimmen,  ist  auch  in  dem  Falle,  dass  beliebige  Kräfte 
auf  ihn  wirken,  dieselbe,  als  die  Aufgabe,  seine  Bewegung  im  leeren 
Räume  zu  finden.  Ist  der  Körper  eine  Kugel,  so  findet  eine  Ver- 
grösserung  der  Trägheitsmomente  durch  die  Flüssigkeit  nicht  statt; 
die  Vergrösserung  der  Masse  ist,  wenn  R  den  Radius  bezeichnet, 
den  Gleichungen  2G)  der  vorigen  Vorlesung  und  den  Gleichungen  9) 
zufolge 

d.   h.   gleich   der   Hälfte   der  Masse   der  von  der  Kugel  verdrängten 
Flüssigkeit. 


§  4. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  der  in  der  Flüssigkeit  bewegte  Körper 
ein  Rotationskörper  ist  oder  den  Charakter  eines  solchen  hat,  so  dass 
die  Gleichung  10)  gilt.  In  diesem  Falle  lassen  sich  die  Differential- 
gleichungen 3)  vollständig  integriren.     Die  letzte  von  ihnen  wird 

dr 


dt 


==  0  ,  d.  h.  r  =  const.  ; 


die  andern  werden 

du 

^11  di~ 

=  c^^vr  —  c^^wq 

dv 
^11  11  ~ 

=  —  Cuur-^  c.^ivp 

dtv 

=  Cn  {uQ  —  vp) 

dp 

-Xcu  —Cn)vtv-\-  (Cj4  - 

-  ^(i(i)  fir 

^44    dt   ' 

=  (^33  —  c^;)uiv-\-  (Coe  - 

-  ^44);'^ 

11) 


An   Stelle  von  u,   v,  p,   q  sollen  hier  4  andere  Variable   einge- 
führt werden.     Nach  den  Gleichungen  7),  8)  und  10)  ist 


=  tg/-; 


man  kann  daher  setzen 
u  =  s  cos  f 
V  =  s  sin  / 


p  =  6  cos  (/'  -f-  ^) 

(7  =  ö  sin  (/■  +  T^)  , 


§  4.     Integration  der  DifFerentialgleichungeu.  245 

Avobei 

11p  -\-  vq  =  so  cos  ^  ,  uq  -r-  vp  =  so  sin  i^ 

wird.     Benutzt  man  noch,  dass  hiernach 

sds  =  iidu  -f-  vdv  ödö  ==  pdp  -f-  qdq 

s'df  =  11  du  -  vdu  ö^  {df  -\-  (^4^)  =  pdq  —  qdp 

ist,  so  findet  man  leicht  aus  den  Gleichungen  11) 
div  _    .      , 

c^^  -^  =  {c^^~  Ci^)  WS  sin  t  12) 

•     ^"ll  ^  =  ^33^7^08^  —  c,ir 


fiii) 


((^3:!   —^11)7-  ^'  7)  «'^  cos  t  +  ^06''  • 


Drei  Integrale  dieser  Gleichungen  hat  man  in  den  Gleichungen  4). 
Sie  sind  bei  den  neu  eingeführten  Zeichen 

^33  ^fio  ^^  ~h  ^11^44^^  cos  t/^  =N. 

Führt  man  neue  Constanten  a,  b,  g,  a\  h' ,  g  ein,  die  in  ge- 
wisser Weise  von  L,  M,  N ,  r  und  den  Grössen  c  abhängen,  so  kann 
man  dieselben  schreiben 

s  ==  ]/a  —  a'  lü^ 

a=yb  —  b'w'^ 

s  ö  cos  ^  =  g  —  g'io  . 
Hieraus  folgt 


so  sin  tp  =  j/{a  —  dw'-)  {b  —  b'tv')  —  {g  —  g' ^Y 
Die  erste  und  vierte  der  Gleichungen  12)  werden  dadurch 
c«T  dw 


dt  = 


Cii  y{a  —  aw^)  (b  —  b'w^)  —  {g  —  gw? 

,2  {ff  —  g'^)  vodw 


df==-  rdt  +  h^  ,       ^. ., ., ,_ 

Diese  Gleichungen  sind  integrabel;  ihre  Integrale  vervollständigen 
die  Integration  der  Gleichungen  12). 
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Weiter  führen  wollen  wir  die  Berechnung  der  Bewegung  des 
Körpers  nur  für  einen  Fall,  der  in  dem  im  vorigen  §  behandelten 
als  specieller  enthalten  und  durch  gewisse  Anfangs werthe  der  Grössen 
u,  V,  w,  p,  q,  r  charakterisirt  ist.  Man  genügt  den  Gleichungen  11), 
wenn  man 

setzt  und  u,  w,  q  passend  bestimmt;  die  Bewegung  hat  dann  das 
Eigenthüm liehe,  dass  die  xe-Ebene  im  Räume  dieselbe  bleibt.  Durch 
die  genannte  Annahme  werden  zwei  von  den  Gleichungen  11)  iden- 
tisch erfüllt,  die  drei  andern  geben 


du 
^11   dt 

dw 

dq 
^44   dt 


=  —  c.,|j  wq 


c.^uq 


(c, 


33 


l)  UW  . 


Vergleicht  man  diese  mit  den  identischen  Gleichungen 
d  sin  am  X  t 


dt 

d  COS  am  X  t 
dt 

d  d  am  X  t 
Jt 


=  X  cos  am  Xt  /l  am  Xt 


A  sin  am  Xt  /i  am  X  t 


X  li^  sin  am  X  t  cos  am  X  t , 


in  denen  die  im  §  1 .  der  siebenten  Vorlesung  erklärte  Bezeichnungs- 
weise benutzt  ist  und  k  den  Modul  der  elliptischen  Functionen  be- 
deutet, so  sieht  man,  dass  sie  erfüllt  werden,  wenn  man  den  Grössen 
u,  IV,  q  die  Werthe 

l  sin  am  Xt ,      m  cos  am  Xt ,      nd  am  Xt 

giebt  und  die  Constanten  k,  X,  l,  m,  n  passend  bestimmt.  Zwei  von 
diesen  Constanten  bleiben  dabei  noch  willkührlich ;  sie  sind  zwei  von 
den  drei  Constanten  der  Integration,  die  die  vollständigen  Integrale 
der  vorgelegten  Differentialgleichungen  enthalten  müssen;  die  dritte 
könnte  man  einführen,  indem  man  zu  t  eine  additive  Constante  hin- 
zufügte. Die  angegebenen  Werthe  können  unter  u,  w,  q  so  vertheilt 
werden,  dass  alle  in  Betracht  kommenden  Grössen  reell  sind  und  k 
ein  echter  Bruch  ist.  Um  das  zu  bewirken,  gehe  man  von  den 
Gleichungen 


2, ,2 


+  C: 


33 


M 
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aus,  in  welche  die  Gleichungen  4)  bei  dem  durch  10)  bestimmten 
Werthe  von  Tund  den  über  v,  p,  r  gemachten  Annahmen  übergehn, 
und  welche  Integrale  der  Differentialgleichungen,  um  die  es  sich 
handelt,  sind.  Bedenkt  man,  dass,  wenn  die  genannte  Absicht  erreicht 
ist,  cos^  am  und  zJ-  am  abnehmen ,  während  sin^  am  wächst,  so  folgt 
aus  der  zweiten  von  diesen  Gleichungen,  dass  eine  von  den  beiden 
Grössen  u  und  tv  durch  sin  am  ausgedrückt  werden  muss,  weil  ihr 
zufolge  vr  und  w'^  in  entgegengesetztem  Sinne  sich  gleichzeitig  ändern. 
Aus  den  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  ferner 

^*ii  {c.^  -  C\\)  «'  +  ^:w^4i!?'  ^  cpnst. 
und  C33  (c,,  —  C;j3)  w2  _|-  c^^c^^ff'  =  const. 

Da  nun  Cj,,  C33,  C44  positive  Grössen  sind  (weil  T  nie  negativ 
sein  kann),  so  folgt  aus  derselben  Eigenschaft  der  elliptischen  Func- 
tionen, dass  u  oder  lo  durch  sin  am  ausgedrückt  werden  muss,  je  nach- 
dem c,,  kleiner  oder  grösser  als  C33  ist.  Jeder  dieser  beiden  Fälle 
theilt  sich  wiederum  in  zwei,  die  sich  durch  das  Vorzeichen  einer  der 
in  13)  vorkommenden  Constanten  unterscheiden.  Ist  Cj  ^  <^  C33 ,  also  u 
durch  sin  am  ausgedrückt,  und  ist  die  Constante 

—  ^33  (^33  — ^ii)  ^^-4- ^11^44'?^ 

positiv,  so  kann  q  nicht  verschwinden,  es  muss  daher  q  durch  A  am, 
w  durch  cos  am  ausgedrückt  werden ,  da  cos  am  für  gewisse  Werthe 
des  Arguments  verschwindet;  das  Umgekehrte  findet  statt,  wenn  die 
genannte  Constante  negativ  ist.  Eine  ähnliche  Betrachtung  ist  auf 
den  Fall  c^^  >  C33  anwendbar. 

In  Bezug  auf  die  Formeln,  welche  in  diesen  vier  Fällen  die 
sämmtlichen  Unbekannten  des  Problems  als  reelle  Functionen  der 
Zeit  darstellen,  möge  auf  eine  Abhandlung*)  verwiesen  werden,  in 
der  auch  ein  Fall  der  Bewegung  des  Rotationskörpers  in  der  Flüssig- 
keit untersucht  ist,  in  dem  v,  p  und  r  nicht  gleich  Null  sind,  ein 
Fall,  in  dem  der  Anfangspunkt  der  x,  y,  z  in  einer  Schraubenlinie 
sich  bewegt. 

§  6. 
Im  §  4,  der  vorigen  Vorlesung  haben  wir  das  Geschwindigkeits- 
potential  cp  für  den  Fall  berechnet,  dass  in  der  Flüssigkeit  auf  gege- 
bene Weise  zwei  Kugelu  sich  bewegen,  deren  Radien  unendlich  klein 
gegen  ihren  Abstand  sind.  Hiernach  sind  wir  jetzt  im  Stande,  die 
Differentialgleichungen  aufzustellen,  nach  denen  die  Bewegung  dieser 
Kugeln  vor  sich  geht,  wenn  gegebene  Kräfte  auf  sie  wirken.  Hierzu 
ist  es  nöthig,  die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit  zu  berechnen.     Diese 


*)  Kirchhoff,  Ueber  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in  einer  Flüssig- 
keit; Borchardt's  Journal,  Bd.  71. 
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ist,  wenn  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit 
dem  Integral 

dn  ' 


1   gesetzt  wird,    gleich 


—  ^  l  clscp 


über  die  beiden  Kugelflächen  ausgedehnt;  den  Werth  desselben  für 
die  erste  Kugelfläche  erhält  man  aus  der  Gleichung  30)  der  vorigen 
Vorlesung,  wenn  man  benutzt,  dass  hier 

^  =  II  cos  (nx)  -\-  V  cos  {ny)  -\-  w  cos  {nz) 

I  ds  cos  (nx)  =  0  ,     I  ds  cos  (ny)  =  0  ,      1  ds  cos  (tiz)  =  0 

/  ds  cos'^  (nx)  =  I  ds  cos^  (ny)  =  i  ds  cos^  (nz)  =  ^r-  R"^ 

I  ds  cos  (ny)  cos  (nz)  =  1  ds  cos  (nz)  cos  (nx)  =  /  ds  cos  (nx)  cos  (ny)  = 

ist;  vertauscht  man  in  dem  gefundenen  Ausdrucke  die  gestrichenen 
mit  den  nicht  gestrichenen  Buchstaben,  so  erhält  man  den  Weiih 
desselben  Integrals  für  die  zweite  Kugelfläche.  So  ergiebt  sich  die 
die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit 


wo 


+  ^^'aF  +  (^^"'  +  ^'"^äFl^ 


14) 


a^i  a^ 

Dieser  Ausdruck  ist  genau  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen,  wenn 
man  den  Abstand  der  Kugeln  als  endlich  und  die  Geschwindigkeit  der 
Flüssigkeitstheile  in  endlicher  Entfernung  von  diesen  als  endlich  be- 
zeichnet. Man  hat  zu  ihm  die  lebendige  Kraft  der  Kugeln  zu  addiren, 
um  die  lebendige  Kraft  T  des  ganzen  Systemes  zu  erhalten.  -  Wir 
wollen  annehmen,  dass  jede  Kugel  ihren  Schwerpunkt  in  ihrem 
Mittelpunkt  hat  und  nicht  rotirt;  sind  m  und  fn  die  Massen  der 
Kugeln,  so  ist  dann  ihre  lebendige  Kraft 

=   I  (m2  4-  y2  _^  ?^2)  _|_  ^'  (^'2  ^  y'2  _}_  ^-2)  . 

Finden  Drehungen  der  Kugeln  um  ihre  Mittelpunkte  statt,  so 
gehen  diese  gerade  so  vor  sich,  als  ob  die  Flüssigkeit  nicht  vorhanden 
wäre,  und  haben  keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung  der  Flüssigkeit 
und  der  Mittelpunkte  der  Kugeln. 
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Bezeichnet  man  durch  X,  F,  Z  imd  X,  Y',  Z'  die  Summen  der 
Compongnten  der  Kräfte,  welche  auf  die  beiden  Kugeln  wirken,  so 
sind  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ihrer  Mittelpunkte, 
d.  h.  der  Punkte  {a,  b,  c)  und  («',  b' ,  c),  nach  dem  Hamilton'schen 
Principe,  also  der  Gleichung  2),  diese 


da                    db 
~di~'  ^^'      dt 

de 

==  W 

da'            r        db' 
dt  ^  "    '     dt 

,       de 
-  ^  '     dt 

=  w 

d  dT        ^'^    \      V 
dt  du         da  '^        ' 

d  dT  _ 
dt  du 

_dT    J^         y, 

d       dT                    dT          ,             y 

dt  dv          db~^        ' 

d  dT  _ 
dt  dv'^ 

db'^  ' 

d  dT  __dT    . 
dt  div        de  ~^ 

d  dT 

dt  dw  " 

-dc'^  ^ 

15) 


Wir  wollen  nicht  darauf  ausgehn,  diese  Gleichungen  unter 
speciellen  Voraussetzungen  über  die  KJräfte  X,  Y ,  Z,  X\  Y',  Z'  zu 
integriren,  sondern  aus  ihnen  die  Werthe  berechnen,  die  diese  Kräfte 
haben  müssen,  damit  die  Kugeln  in  gewisser  Weise  sich  bewegen; 
dabei  werden  wir  nur  den  Fall  ins  Auge  fassen,  dass  eine  jede  Kugel 
in  gleichförmiger  Bewegung  begriffen  ist,  u,  v,  iv ,  u,  v\  w  also 
Constanten  sind.  Wäre  nur  eme  Kugel  vorhanden,  so  würde  diese 
gleichförmig  sich  bewegen,  wenn  keine  Kraft  auf  sie  wirkt;  die 
Kräfte,  deren  Componenten  —  X ,  —  Y ,  —  Z  und  —  X' ,  —  Y' ,  —  Z' 
sind,  kann  man  daher  als  solche  bezeichnen,  die  die  beiden  Kugeln 
auf  einander  ausüben.  In  Folge  der  Annahme,  dass  n,  v,  w,  u,  v,  iv 
constant  bind,  dürfen  wir  in  den  Gleichungen  15)  für  T  das  durch 
14)  definirte  V  setzen.     Macht  man 

d  -        d  -         a  - 


so  ist 


3Ä»Ä'M«'^«  +  .-^»+«'^» 


dP    ,        dP    ,         dP 


da^      db  ^         de 

Da  P  von  u  unabhängig  ist,  so  folgt  hieraus 

dV^d_P 
du        da 

und   dann  weiter  bei  Rücksicht  darauf,    dass  P  eine  Function  von 
a  —  a,  b  —  &',  c  —  c   ist, 

dt  du         da  dn\       da    '         db     '  dcj 

Dieser  Ausdruck  ist  =  X.    Hiernach  sind  —  X,  —  Y,  —  Z  die 
nach  a,  b,  c  genommenen  partiellen  Difterentialquotienten  von 
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32!  d^~  g^l 


'  ohoc    '  ocda     '  f/«(7C 

und,  wie  durch  eine  ähnliche  Rechnung  sich  ergiebt,  —  X',  —  ¥',  —  Z' 
die  nach  a',  h',  c   genommenen  partiellen  Differentialquotienten  von 


aal 

g.A 

a^A 

■'•0 

+ 

y2      Z« 

+ 

Z^'^ 

'0 

'  dbdc    '  öcSa    '  öaö6 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  hiernach  die  Kraft,  mit  welcher  die 
eine  Kugel  auf  die  andere  wirkt,  von  der  Geschwindigkeit  der 
letzteren  unabhängig  ist,  und  dass  daher  die  Kräfte,  die  die  Kugeln 
auf  einander  ausüben ,  im  Allgemeinen  nicht  gleich  und  entgegenge- 
setzt sind.  Es  findet  dieses  nur  statt,  wenn  die  Geschwindigkeiten 
beider  Kugeln  von  gleicher  Grösse  und  gleicher  oder  entgegenge- 
setzter /  Richtung  sind.  Es  möge  angeführt  werden ,  dass  die  Kraft, 
die  die  zweite  Kugel  auf  die  erste  ausübt,  dieselbe  Grösse  und  die 
entgegengesetzte  Richtung  als  die  Kraft  hat,  mit  der  ein  magne- 
tisches Molekül  in  der  zweiten  Kugel  auf  eines  in  der  ersten  wirkt, 
wenn  die  magnetischen  Achsen  beider  parallel  der  Bewegungsrichtung 
der  zweiten  Kugel  und  ihre  magnetischen  Momente  gleich  den  Pro- 
ducten  der  Geschwindigkeit  dieser  in 

R^i/^    und    R'^t/^ 

sind. 

Ist  R  =  R',  u  =  u\  V  =  V ,  und  iv  =  —  w' ,  so  dass  Symmetrie 
in  Bezug  auf  die  o;?/- Ebene  besteht,  so  bleiben  die  Flüssigkeitstheile, 
welche  in  einem  Äugenblick  in  dieser  Ebene  liegen,  in  derselben; 
man  kann  diese  Ebene  dann  in  eine  feste  Wand  verwandeln,  ohne 
die  Bewegung  zu  stören.  Dadurch  kommt  man  auf  den  Fall  einer 
Kugel,  die  in  der  Nähe  einer  ebenen  Wand  sich  bewegt;  die  aufge- 
stellten Formeln  lehren  die  Kraft  Jcennen,  mit  welcher  die  Wand 
auf  die  Kugel  wirkt. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit  in  ähnlicher  Weise  für  den  Fall, 
dass  w,  Vj  w,  u,  v\  w  der  Zeit  nach  veränderlich  sind,  die  Kräfte 
zu  berechnen,  die  die  beiden  Kugeln  auf  einander  ausüben.  Ist  das 
geschehen,  so  kann  man  auch  die  mittlere  Kraft  finden,  mit  der 
eine  Kugel,  die  kleine  Schwingungen  ausführt,  auf  eine  andere, 
ruhende  wirkt. 


Zwanzigste  Vorlesung. 

(Wirbelbewegungen.  Gerade  und  parallele  Wirbelfäden.  Bewegung 
mehrerer  solcher  Wirbelfäden  von  unendlich  kleinen  Querschnitten.  Gerade 
Wirbelfäden,  die  einen  Cylinder  von  elliptischem  Querschnitt  stetig  erfüllen. 
Kreisförmige  Wirbelfäden  mit  gemeinsamer  Achse.  Bewegung  eines  Wirbel- 
ringes und  zweier  Wirbeh'inge  von  unendlich  kleinen  Querschnitten.) 

§    1- 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  Bewegungen  einer  incompressibeln 
Flüssigkeit  betrachtet,  bei  denen  für  alle  Theile  derselben  ein  Ge- 
sehwindigkeitspotential  existirt;  wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  für 
gewisse  Theile  es  ein  solches  nicht  giebt,  dass  also,  nach  der  im 
§  3.  der  fünfzehnten  Vorlesung  erklärten  Ausdrucksweise,  Ji'v^bel- 
füden  in  der  Flüssigkeit  vorhanden  sind.  Wir  werden  voraussetzen, 
dass  die  Wirbelfäden  ganz  im  Endlichen  sich  befinden,  die  Flüssig- 
keit den  ganzen  Raum  erfüllt,  in  der  Unendlichkeit  ruht,  und  dass 
die  Geschwindigkeiten  u,  v,  w  ivß.  Punkte  {x,  ij ,  z)  sich  stetig  mit 
o;,  y,  z  ändern.  Bei  den  Differentialquotienten  von  u,  v,  w  nach 
X,  y,  z  wollen  wir  die  Stetigkeit  nicht  voraussetzen,  sondern  endliche 
Sprünge  derselben  an  Flächen  als  möglich  ansehn. 

Bezeichnen  wir  nun  durch  |,  ri,  ^  die  Componenten  der  Drehungs- 
geschwindigkeit im  Punkte  {x,  y,  z),  so  ist  nach  den  Gleichungen  13) 
der  fünfzehnten  Vorlesung 

9J; dtv       dv 

^^~dy~  dz 

o          du        dtv  ,. 

oc, dji du 

in  Folge  der  Incompressibilität  der  Flüssigkeit  haben  wir  ferner 

11  +  1  +  1^=0.  ,) 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  u,  v^  w  vollkommen  bestimmt  sind, 
wenn  ^,  t^,  t,  überall  gegeben  sind.  Gesetzt  es  gäbe  zwei  Werth- 
systeme  von  w,  v,  w,  die  den  genannten  Bedingungen  genügen; 
ihre  Unterschiede  bezeichnen  wir  durch  7t',  v\  ir;  dann  ist 
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^ "'  =  0 

du 

-  ^"''  =  0  , 

d  v        e  1t,' 

dz            ' 

dz 

dx           ' 

dx        du 

0 


cl.    h. 


drv 

dy 

es  sind  u' ,  v ,  iv  die  partiellen  Difterentialquotienten  nach 
X,  tj ,  z  einer  Function,  die  wir  cp  nennen  wollen;  sie  sind  ferner 
im  ganzen  Räume  stetig  und  in  der  Unendlichkeit  gleich  Null;  für 
(p'  ergiebt  die  Gleichung  2)  die  Differentialgleichung  zJ(p'  =  0.  Zur 
näheren  Bestimmung  der  nur  durch  ihre  DifFerentialquotienten  defi- 
nirten  Function  (p  können  wir  noch  hinzusetzen,  dass  (p  überall 
stetig  sein  soll;  es  ist  (p  dann  auch  einwerthig,  da  der  Raum,  den 
wir  betrachten,  ein  einfach  zusammenhängender  ist.  Nach  einem  im 
§  7.  der  sechszehnten  Vorlesung  bewiesenen  Satze  folgt  hieraus  aber, 
dass  q)'  ==  const.,  also  u  =0,  y'  =  0,  iv  =  0  ist. 
Setzt  man 

^  dJV dj^ 

dy  dz 

du      dn^ 
dz         dx 


V  = 


3) 


IV  == 


dV 


du 
dx         dy  ' 

wo  Z7,  V,  ff  drei  neue  unbekannte  Functionen  bezeichnen,  so 
wird  die  Gleichung  2)  erfüllt;  auch  den  Gleichungen  1)  wird  genügt, 
wenn 

z/^=  — 2^,     z/r=-27?,      ^jr=  —  2i, 


und 


du    .  dF    .    dW 
+  2^  + 


0 


4) 


dx    ^    dy    ^     d2 

ist.    Die  3  ersten  von  diesen  Gleichungen  bestehen  der  Gleichung  11) 
der  sechszehnten  Vorlesung  zufolge,  wenn  mau 


2«J     r 
\nj      r 


^  =  2- 


5) 


macht,  wo  dt  ein  Element  des  von  den  Wirbelfäden  erfüllten  Raumes 
und  r  die  Entfernung  desselben  von  dem  Punkte  bedeutet,  auf  den 
U ,  V,  W  sich  beziehn.  Dabei  sind  U,  V,  W  mit  ihren  ersten 
Differentialquotienten  im  ganzen  Räume  stetig  und  in  der  Unendlich- 
keit gleich  Null,  woraus  dann  folgt,  dass  auch  w,  v^  iv  stetig  sind 
und  in  der  Unendlichkeit  verschwinden.  Dass  auch  die  letzte  der 
Gleichungen  4)  erfüllt  wird,  lehrt  die  folgende  Betrachtung.  Aus 
den  3  ersten  der  Gleichungen  4)  ergiebt  sich 


;_?  +  |i: + ^^  =  -  2  (p  +  ?/ + f\ , 

ix    ^    dy     '     dz  J  \dx    '    dy    '    dzj  ' 


du 

d 
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also  in  Folge  der  Gleichungen  1) 

yca;     '      (ly     '       cz  J 

Die   Function  — — \-  -^ \-  ^—    ist    überdies  im   ganzen   Räume 

ex    ^    cy    ^     dz  ° 

stetig  und  verschwindet  in  der  Unendlichkeit.  Ihi;e  Differentialquo- 
tienten nach  X,  y,  z  sind  auch  überall  stetig,  ausser  etwa  an  der 
Oberfläche  des  von  den  Wirbelfäden  erfüllten  Raumes.  Es  soll  be- 
wiesen werden,  dass  sie  auch  hier  keine  Sprünge  erfahren.  Es  sei  ds 
ein  Element  dieser  Oberfläche,  n,-  die  innere,  w«  die  äussere  Normale 
von  dS]  nach  dem  durch  die  Gleichung  10)  der  sechszehnten  Vor- 
lesung ausgesprochenen  Satze  ist  dann 

+  ^^r^=  -2^cos(n,;r) 


--—5 — \-  7. — K-  =   -  ZW  COS  (niU) 
ö — ö — r  n — Q-  =  —  ^s  cos  {niz)  , 


woraus  folgt 

d 


ni  \dx  ^  dy^    dz)^  dna  \dx  ^  dy  ^    dz) 

=-  —  2  (I  COS  {Uix)  -f-  ri  COS  [rity)  -f-  t,  cos  [uiz))  . 

Nach  der  im  §  3.  der  fünfzehnten  Vorlesung  gegebenen  Defini- 
tion eines  Wirbelfadens  ist  aber  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  gleich  Null.     Es  erleidet  daher 


crii  \dx    '    dy     '     oz  J 


keinen  Sprung  an  der  Oberfläche  des  mit  Wirbelfaden  erfüllten 
Raumes.  Nach  einer  im  §  7.  der  sechszehnten  Vorlesung  gemachten 
Auseinandersetzung  ergiebt  sich  hieraus  die  letzte  der  Gleichungen  4). 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass,  wenn  für  einen-  Augenblick  ^,  rj,  ^ 
für  alle  Theile  der  Wirbelfäden  gegeben  sind,  die  Gleichungen  3) 
und  5)  die  Geschwindigkeiten  u,  v,  iv  aller  Flttssigkeitstheile  für 
denselben  Augenblick  kennen  lehren.     Aus  den  Gleichungen 

•  dx  fUi  dz 

dt  '       dt  '       dt 

kann  man  dann  weiter  die  Verrückungen  finden,  welche  irgend  ein 
Flüssigkeitstheilchen ,  also  auch  ein  Element  eines  Wirbelfadens,  in 
dem  Zeitelement  dt  erleidet.  Aus  den  Verrückungen  aber,  welche 
die  Theile  der  Wirbelfäden  in  dieser  Zeit  erfahren,  erlauben  die  im 
§  3.  der  fünfzehnten  Vorlesung  bewiesenen  Sätze  die  entsprechenden 
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Aenderungen  von  |,  rj,  t,  zu  berechnen.  Wenn  |,  iq,  t,  für  die  Zeit  t 
gegeben  sind;,  sind  sie  daher  auch  für  die  Zeit  i  -\-  dl  bestimmt ;  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  ist  also  vollkommen  bestimmt,  sobald  für 
einen  Augenblick  |,  ij,  ^  gegeben  sind. 

Die  Gleichungen  3)  und  5)  zeigen,  dass  jedes  Element  der  Wirbel- 
fäden dt  gewisse  Theile  zu  den  Werthen  der  Geschwindigkeitscom- 
ponenten  u,  v,  w  beiträgt;  diese  Theile  sind 

1  o 


dT 


d 


27[  \^   dy  dz 


al        ai 


2jrV      dz  ^    di 

a-i        aA 


dt  j  J-   g  ,_ 

2^  \^  dx         ^   dy 

Sieht  man  diese  Grössen  als  die  Componenten  einer  Geschwin- 
digkeit an,  so  ist  die  Richtung  dieser  senkrecht  auf  der  Drehungs- 
achse des  Elements  dr  und  senkrecht  auf  der  Linie  r;  das  erste  folgt 
daraus,  dass  die  Ausdrücke  6)  mit  1,1^,^  multiplicirt  eine  verschwin- 
dende Summe   geben,  das  zweite  daraus,   dass   dieselben  Ausdrücke 

auch ,   wenn  sie  mit  j~  7  -^ :  -&  multiplicirt  sind ,  die  Summe  Null 

haben.  Die  Grösse  der  resultirenden  Geschwindigkeit  Örgiebt  sich 
leicht 

wenn  ^  den  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  Drehungsachse  von 
dt  und  der  Richtung  der  Linie  r  bezeichnet.  Die  Zweideutigkeit, 
die  in  Betreff  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  geblieben  ist,  hebt 
sich  durch  die  Erwägunge  dass  diese  Richtung  stetig  mit  dem  Orte 
sich  ändert  und  in  der  Nähe  des  betrachteten  Theiles  des  Wirbel- 
fadens durch  den  Sinn  der  Drehung  dieses  bestimmt  ist.  Es  möge 
erwähnt  werden,  dass  die  in  Rede  stehende  Geschwindigkeit  der  Rich- 
tung und  Grösse  nach  mit  der  Kraft  übereinstimmt,  welche  ein  Ele- 
ment eines  elektrischen  Stromes,  das  am  Orte  von  dt  sich  befindet 
und  die  Richtung  der  Drehungsachse  hat,  auf  einen  Magnetpol  aus- 
übt, dessen  Coordinaten  x,  y,  z  sind. 

Wir  leiten  noch  einen  merkwürdigen  Ausdruck  für  die  lebendige 
Kraft  der  Flüssigkeit  ab.  Bezeichnen  wir  dieselbe  wieder  durch  T 
und  setzen  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  =  1 ,  so  ist 

r  ==  -^    Cdt  (w2  -(-  t;2  -f-  w'^) ,  7) 

wo  die  Integration  über  einen  Raum  auszudehnen  ist,  der  durch  eine 
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geschlossene  Flüche  begrenzt  ist,  deren  sümmtliche  Punkte  in  der 
Unendlichkeit  liegen.  Welches  die  Gestalt  dieser,  Fläche  ist,  ist  in 
Bezug  auf  den  Werth  von  T  gleichgültig,  wie  die  Rechnung  zeigen 
wird,  die  wir  durchführen  wollen.  Mit  Hülfe  der  Gleichungen  3)  giebt 
die  Gleichung  7) 

Jeden  der  6  Theile,  in  welche  dieses  Integral  sich  zerlegen  lässt, 
integrire  man  partiell  nach  x,  y  oder  z\  da  U^  V,  W  und  u,  v,  w 
überall  stetig  sind  und  in  der  Unendlichkeit  der  Art  unendlich  klein 
werden,  dass,  wenn  B  die  Entfernung  des  Punktes,  auf  den  sie  sich 
beziehn,  von  einem  im  Endlichen  liegenden  Punkte  bezeichnet, 

Bd,     BF,     BW    und     B'^u .     B^-v ,     B-w 

nicht  unendlich  sind,  wenn  B  es  ist,  so  ergiebt  sich  dann 

oder  nach  1) 

T=  Cdt(^Ul-\-  Vn-{-  Wl)  .  8) 

Bezeichnet  man  durch  dx  ein  zweites  Volumenelement,  durch 
^',  ri,  ^  die  Werthe  von  ^,  rj,  i,  für  dasselbe  und  durch  r  den  Ab- 
stand der  Elemente  dt  und  dr'  von  einander,  so  kann  man  in  Folge 
der  Gleichungen  5)  hierfür  auch  schreiben 

^  =  Lfp~^i^  (^  ^'  +  ^  ^'.  +  ^^')  •  9) 

§  2. 

Bevor  wir  von  den  im  vorigen  §  entwickelten  Gleichungen  eine 
Anwendung  machen,  wollen  wir  entsprechende  Gleichungen  für  einen 
Fall  ableiten,  in  dem  die  Rechnungen  viel  einfacher  werden,  als  in 
dem  dort  behandelten,  für  den  Fall  nämlich,  dass  die  Bewegung 
überall  parallel  eine?-  Ebene,  der  a:?/- Ebene,  und  unabhängig  von 
der  z  -  Ordinate  des  betrachteten  Punktes  ist.  Wir  wollen  uns 
vorstellen,  dass  die  Flüssigkeit  durch  zwei  der  a;?/- Ebene  parallele 
Wände  begrenzt  ist;  zwisy^en  diesen  soll  sie  sich  in  die  Unendlich- 
keit erstrecken  und  hier  ruhen. 

Unter  den  genannten  Voraussetzungen  ergeben  die  Gleichungen  1 ) 

1  =  0,     ^  =  0 
und 

•'^       dx       dy  '' 
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Daraus  folgt,  dass  die  Wirbelf aden  der  z- Achse  parallel  sind. 
Da  sie  hiernach  ihre  Länge  nicht  ändern,  so  muss  nach  einem  im 
§  3.  der  fünfzehnten  Vorlesung  bewiesenen  Satze  der  Werth  von 
^  für  irgend  ein  Flüssigkeitstheilchen  der  Zeit  nach  unveränder- 
lich sein. 

Sind  für  einen  Augenblick  die  Werthe  von  t,  als  Functionen  von 
X  und  y  gegeben,  so  findet  man  u  und  v  für  denselben  Augenblick 
aus  der  Gleichung  10)  und  der  Gleichung 

/-v  d_u    I    dv^ 

dx  "■    dy  ' 

Vielehe  die  Bedingung  der  Incompressibilität  ausspricht.  Diese  Glei- 
chungen, in  Verbindung  mit  der  Festsetzung,  dass  u  und  v  überall 
stetig  sind  und  in  der  Unendlichkeit  verschwinden,  bestimmen  u  und  v 
eindeutig  und  ergeben 

dW  dW 

oy  '  dx 

wo  df  ein  Element  der  a;?/ -Ebene  bedeutet,  t,  auf  dieses  sich  bezieht 
und  Q  die  Entfernung  desselben  von  dem  Punkte  {x,  y)  der  icy- Ebene 
bezeichnet.  Beide  Behauptungen  lassen  sich  leicht  beweisen  mit 
Hülfe  der  im  §  9.  der  sechszehnten  Vorlesung  gemachten  Auseinander- 
setzungen durch  Betrachtungen,  die  denen  ganz  ähnlich  sind,  durch 
welche  die  entsprechenden  Sätze  im  vorigen  §  bewiesen  sind. 

Hat  man  aus  11)  u  und  v  bestimmt,  so  findet  man  aus  den 
Gleichungen 

dx  dy 

bei  Benutzung  des  Umstandes,  dass  t,  für  jedes  Flüssigkeitstheilchen 
ungeändert  bleibt,  die  Bewegung  des  Theilchens,  auf  welches  man 
X  und  ij  bezieht. 

Die  Gleichungen  11)  zeigen,  dass  jeder  Wirbelfaden,  dessen 
Querschnitt  df  ist,  gewisse  Theile  zu  den  Werthen  von  u  und  v 
beiträgt,  nämlich  die  Theile 

n     Q     dy  Tt     Q    dx 

Sieht  man  dieselben  als  die  ComponeHten  einer  Geschwindigkeit 
an,  so   ist  die   Richtung  dieser  senkrecht  auf  der  Linie  q  und  ihre 

Grösse  ist 

i  W^ 

TT       Q 

Setzt  man  den  Abstand  der  beiden,  der  a;?/- Ebene  parallelen, 
die  Flüssigkeit  begrenzenden  Wände  =  1  und  sucht  einen  Ausdruck 
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für  die  lebendige  Kraft  T  auf  einem  Wege,  der  dem  im  vorigen  § 
bei  der  Berecbnung  von  T  eingeschlagenen  analog  ist,  so  ergiebt  sich 
T  als  unendlich;  es  sei  denn,  dass 


ist. 


.P 


Wir  detiniren  die  Grössen  x^^  und  y^  durch  die  Gleichungen 

xA\df^   Cxldf ,     y,,^%df=Cy%df',  12) 

bezeichnen  wir  %  als  die  Dichtigkeit  einer  Masse,  die  auf  dem  Element 
df  der  x-y -Ebene  ausgebreitet  ist,  so  werden  x^  und  y^  die  Coor- 
dinaten  des  Schwerpunktes  der  ganzen  vorhandenen  Masse ;  wir  wollen 
den  Punkt,  dessen  Coordinaten  x^  und  «/^  sind,  den  Schwerpunkt  der 
Wirbel fäden  nennen.  Dieser  Punkt  verändert  nicht  seinen  Ort,  wie 
die  folgende  Betrachtung  lehrt.  Da  t,  und  df ,  bezogen  auf  dasselbe 
Flüssigkeitstheilchen,  der  Zeit  nach  unveränderlich  sind,  so  folgt  aus 
den  Gleichungen  12) 


dxQ 
(Fl 


J l  df=Ju  l  df ,      ^y*g  df  =  Jvt  df 


Setzen  wir  hier  für  u  und  v  ihre  Werthe  aus  11),  so  erhalten 
wir,  wenn  df  ein  zweites  Element  der  o;?/- Ebene  und  q  die  Ent- 
fernung der  Elemente  df  und  df  von  einander  bedeutet, 

'^^o  ff-  .jf  —  ^  A  r  i'i-y  ^f/if  y—jL 


Jedes  dieser  beiden  Doppelintegrale  ist  =  0.  Jedes  Paar  von 
Elementen  der  Fläche,  über  die  zu  integriren  ist,  kommt  nämlich 
zweimal  in  ihm  vor;  einmal  ist  das  erste  Element  für  df,  das  zweite 
für  df  zu  setzen  und  umgekehrt  das  andere  Mal;  bei  der  Vertau- 
schung der  gestrichenen  und  ungestrichenen  Buchstaben  nehmen  die 
zu  integrirenden  Grössen  aber  die  entgegengesetzten  Werthe  an,  es 
heben  sich  daher  paarweise  die  Elemente  eines  jeden  der  beiden 
Doppelintegrale  auf.     Daraus  folgt 

d.  h.   der  Schwerpunkt  der  Wirbelfaden   ändert  seinen  Ort  mit  der 
Zeit  nicht. 

§3. 

Die  im  vorigen  §  entwickelten  Sätze  wollen  wir  nun  auf  den 
Fall    anwenden,   dass  nur  ein  Wirbelfaden  oder  einige  Wirbelfäden 
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von  uuendlicli  kleinem   Querschnitt  vorhanden   sind.      Wir    nehmen' 
zunächst  an,  dass  nur  ein  solcher  existirt  und  setzen  für  denselben 


/ 


Idf 


m 


13) 


dabei  sehen  wir  ;/«  als  endlich  an;  es  muss  dann  t.  unendlich  grosse 
Werthe  haben.  Wir  setzen  nicht  voraus,  dass  t,  constant  ist; -aber 
sein  Vorzeichen  soll  t,  nicht  wechseln;  der  Schwerpunkt  des  Fadens 
liegt  dann  immer  in  oder  unendlich  nahe  an  seinem  Querschnitt.  Für 
alle  Punkte^  die  in  endlicher  Entfernung  von  dem  Wirbelfadeu  liegen, 
ist  den  Gleichungen  11)  zufolge 


u  = 


dPV 


V  = 


dW 


fV  =  —  ^^m\QQ  , 


wo  der  Anfangspunkt  von  q  ein  beliebiger  Funkt  des  Querschnitts 
des  Fadens  ist.  Unendlich  nahe  an  und  in  dem  Faden  sind  W,  u,  v 
im  Allgemeinen  unendlich  gross  und  ihre  Werthe  sind  von  seinem 
Querschnitt  und  den  Werthen,  die  t,  für  die  einzelnen  Theilchen  hat, 
abhängig;  für  den  Schwerpunkt  des  Fadens  sind  aber  nach  dem  am 
Ende  des  §  2,  bewiesenen  Satze  u  und  v  =  0.  Insofern  können  wir 
sagen,  dass  der  Wirbelfaden  an  seinem  Orte  bleibt,  obwohl  im  All- 
gemeinen sein  Querschnitt  sich  ändert  und  sein  Schwerpunkt  zu 
verschiedenen  Zeiten  in  verschiedene  Flüssigkeitstheilchen  fällt;  jedes 
Flüssigkeitstheilchen;,  das  in  endlicher  Entfernung  von  ihm  sich  be- 
findet, beschreibt  um  ihn  einen  Kreis  mit  der  gleichbleibenden  Ge- 
schwindigkeit 


7CQ 

Nun  seien  mehrere  solche  Wirbelfäden,  wie  wir  eben  einen  uns 
gedacht  haben,  vorhanden;  m^,  m^,  .  .  seien  die  Werthe  des  in  13) 
=  m  gesetzten  Integrals  für  dieselben ,  x^,  y^^  x^,  Vi,  -  -  die  Coordi- 
naten  ihrer  Schwerpunkte  zur  Zeit  /,  q^,  q<^,  .  .  Aiq  Entfernungen 
dieser  von  dem  Punkte  {x,  y);  dann  ist  für  alle  Punkte,  die  in  end- 
lichen Entfernungen  von  den  Wirbelfäden  liegen, 


u  = 


dJV 
dy 


dW 
dx  ' 


W 


==  —  -^  2^  ^1  lg  Pi  ; 


wo  die  Summe  in  Bezug  auf  den  Index  zu  nehmen  ist.  Die  Schwer- 
punkte der  Wirbelfäden  bewegen  sich;  diejenigen  Theile  von  u  und  t) 
für  den  Schwerpunkt  eines  Fadens,  die  von  diesem  Faden  herrühren, 
sind  aber  Null;  es  ist  daher,  wenn  wir  u^  und  Vi  auf  den  Schwer- 
punkt des  Fadens  beziehn,  für  welchen  der  Index  1  gilt,  vorausge- 
setzt, dass  je  zwei  Fäden  in  endlicher  Entfernung  von  einander  sich 
befinden, 


u,  == 


dm 

dyi 


dWy 

dx. 


^1  =  —  ^  (ni2  lg  Q\'i  +  '^3  lg  Qn  +  •); 


dx^          cP 
""''    dt   -  dy,  ' 

dx^        d  P 
'"■'-   di    ~~dyz' 

^'^l    dt    —          "dx,  ' 

^'2   dt   —         dx^  ' 

/>=-i: 

>.  m.m^  lg  p,.,  , 
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wo  p,2^  p,3,  .  .  die  Entfernungen  des  Schwerpunktes  des  Fadens  1 
von  den  Schwerpunkten  der  Fäden  2,  3,  .  .  bedeuten.  Die  Glei- 
chungen, welche  nach  dem  Muster  dieser  gebildet  werden  können, 
lassen  sich  schreiben 


14) 


wo  die  Summe  in  Bezug  auf  alle  Combinationen  je  zweier  verschie- 
dener Indices  zu  nehmen  ist. 

Einige  Integrale  der  Gleichungen  14)  lassen  sich  finden,  wie 
gross  auch  die  Zahl  der  Wirbelfäden  ist.  Der  Werth  von  P  bleibt 
ungeändert.,  wenn  x^,  x^i  .  -  oder  y, ,  y-i,  -  -  wm  dieselbe  Grösse  ver- 
mehrt werden;  daraus  folgt 

il.  h. 

^,  »j,  Xy  r=  const.    und    ^^  m^  ij^  =  const.  15) 

Diese  Integrale  lehren  nichts  Neues ;  sie  sprechen  den  schon  be- 
wiesenen Satz  aus,  dass  der  gemeinsame  Schwerpunkt  der  Wirbel- 
fäden an  seinem  Orte  bleibt. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  der  ersten  Horizontalreihe  in 
14)  mit  dijy,  dy.y,  .  .,  die  der  zweiten  mit  —  dx^,  —  dx^,  .  .  und 
addirt  dieselben,  so  erhält  man 

dP=0,     d.h.     i'=  const.  16) 

Ein  viertes  Integral  findet  man,  wenn  man  statt  der  recht- 
winkligen Coordinaten  Polarcoordinaten  einführt,  durch  die  folgende 
Ueberlegung.     Es  sei 

Xy  =  Qy  cos  ■9*i  ,        X2  =  Q2  cos  ^2  }     '     ' 
yy  =  Qy  sin  ^y  ,        t/2  ^"=  P2  siii  ^2  >     •     • 

I  )ie  Differentialgleichungen  14)  gehen  durch  diese  Substitutionen 
über  in 

dQi  oP  dQz  dP^ 

^^^^~d7~d&\'     ^^2  92-^  —  ^^.       • 

17) 
dd-i  dP        ^        dd-2  dP  ^ 

"^^^^Tt^-igr    ^2?2^==-a7^,      • 
Aus  dem  Umstände,  dass  P  nach  der  in  14)  gegebenen  Definition 
ungeändert  bleibt,   wenn  die.  Winkel  Q'y,  'O'j,  .  .  um  dieselbe  Grösse 
wachsen,  folgt 
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die  Gleichungen  der  oberen  Horizontalreihe  in  17)  ergeben  daher 

X,  w,  (),^  =  const.  18) 

Wir  ziehen  auch  aus  den  Gleichungen  der  unteren  Horizontal- 
reihe in  17)  einen  Schluss.  Werden,  während  die  Winkel  0',,  ^^,  .  . 
uugeändert  bleiben,  Qi,  q^}  ■  •  i^  ^^^^  Verhültniss  von  1  :  n  vergrös- 
sert,  also  Ig^i,  Ig^a;  •  •  um  ]gn  vermehrt,  so  wachsen  die  Grössen 
Qy^  auch  in  dem  Verhültniss  1  :  «,  also  die  Grössen  IgQi.,  um  Ign; 
nach  14)  wächst  dann  also  P  um 


Daraus  folgt 


n  ^S'*  ■  ^  ^h^h 


^    dP  1    'V 


oder  2?i|f  ^-^^^^i'^-i 

und  daher  den  Gleichungen  17)  zufolge 

Sind  drei  Wirbelfäden  vorhanden,  so  kommt  hiernach  die  Auf- 
gabe, ihre  Bewegung  zu  bestimmen,  auf  die  Auflösung  von  Glei- 
chungen und  die  Ausführung  von  Quadraturen  zurück.  Führt  man 
nämlich  als  zu  bestimmende  Variable  etwa  q^,  Q2}  Pa ;  "^2  —  '^i  ?  "^3  —  '^i 
und  '9',  ein,  multiplicirt  die  Gleichungen  15)  einmal  mit  cost)-],  sin 'S',, 
dann  mit  — sin-O-j,  cos-O-j,  und  addirt  sie  jedesmal,  so  kann  man 
durch  Auflösung  der  so  entstehenden  Gleichungen  und  der  Gleichun- 
gen 16)  und  18)  von  den  Variabein  q^,  q^,  q^,  d'.^  —  O-j,  d-.^  —  O',  vier 
durch  die  fünfte  ausdrücken.  Gesetzt,  es  seien  durch  q^  die  übrigen 
ausgedrückt-,  aus  19)  und  der  Gleichung 

fn.  Q.  ad'.  =  —  ^^—  dt  , 

welche  in   dem  Systeme  17)  vorkommt,  kann  man  dann  durch  Qua- 
draturen ^•^  und  t  als  Functionen  von  q^  finden. 

Sehr  leicht  angebbar  ist  die  Bewegung  der  Wirbelfäden,  wenn 
deren  nur  zwei  vorhanden  sind.  Man  nehme  den  Schwerpunkt  der- 
selben zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten;  dabei  wird  dann 

~di         ^t'  ' 
die  Gleichungen  16)  und  18)  ergeben 

(>i  =  const.  ,     ü.,  "=  const. 
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und  aus  19)  folgt 

(l&f     d&2   1  711t  "'2  ,w.^ 

di  dt  n  '«iPi^ -j- "'apa^  " 

Mit  der  hierdurch  bestimmten  Winkelgeschwindigkeit  drehen  sich 
die  beiden  Wirbelfäden  um  ihren  Schwerpunkt. 

Die  Grössen  m^,  m^  sind  positiv  oder  negativ,  je  nach  dem  Sinne 
der  Rotation  in  den  beiden  Wirbelfäden;  es  verdient  der  Fall  eine 
besondere  Betrachtung,  dass 

m.,  =  —  niy 

ist.  Der  Schwerpunkt  der  Fäden  liegt  dann  in  der  Unendlichkeit, 
(),  und  Q.^  sind  unendlich  gross,  aber  die  Differenz  dieser  Längen 
ist  endlich  und  gleich  dem  Abstände  der  Fäden  von  einander.  Die 
Bewegung  der  Fäden  ist  eine,  bei  der  sie  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit senkrecht  zu  ihrer  Verbindungslinie  fortschreiten.  Diese  Ge- 
schwindigkeit kann  man 

__  ei  +  Qi  dO-j 
2        dt 

setzen,  Avelcher  Ausdruck  nach  20) 

-J  7t   92   —   Pl 

ist.  Die  Theilchen,  welche  zwischen  den  beiden  Fäden  liegen,  be- 
wegen sich  in  derselben  Richtung,  wie  diese;  die  Theilchen,  welche 
in  der  Mitte  zwischen  ihnen  sich  befinden,  mit  einer  4  mal  so  grossen 
Geschwindigkeit,  als  sie. 

Die  Flüssigkeitstheihhen,  welche  in  einem  Augenblicke  in  der 
Ebene  liegen,  welche  den  Abstand  der  beiden  Fäden  halbirt  und 
senkrecht  schneidet,  bleiben  in  dieser  Ebene.  Die  gedachte  Bewe- 
gung der  Flüssigkeit  kann  daher  auch  bestehn,  wenn  die  genannte 
Ebene  eine  feste  Wand  ist;  man  kann  dann  die  Flüssigkeit  auf  der 
einen  Seite  dieser  sich  fortdenken,  und  kommt  so  auf  den  Fall  eines 
Wirbelfadens,  der  parallel  einer,  die  Flüssigkeit  begrenzenden,  festen 
Wand  fortschreitet. 

§  4. 
Wir  wollen  nun  noch  die  im  §  2.  abgeleiteten  Gleichungen  auf 
einen  Fall  anwenden,  in  dem  die  vorhandenen  Wirbelfäden  sich  stetig 
iui  einander  schliessen  und  einen  Cylinder  von  endlichem  Querschnitt 
bilden.  Wir  nehmen  an,  dass  t,  denselben  Werth  für  alle  Punkte 
des  Querschnitts  hat  und  dass  dieser  in  einem  Augenblick  eine 
Ellipse  ist;  die  Rechnung  wird  zeigen,  dass  allen  Bedingungen  des 
Problems  dann  durch  die  Annahme  genügt  wird,  dass  derselbe  immer 
eine    Ellipse    ist,    deren    Achsen    gleiche    Längen   behalten  und  mit 
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gleichbleibender  Geschwindigkeit    sich    drehen.     Die    Gleichung    der^ 
Grenzlinie  des  Querschnitts  zur  Zeit  t  schreiben  wir 

F{x,y,t)  =  0', 

da  diese  Linie  immer  dieselben  Flüssigkeitstheilchen  enthält,  so  muss 
nach  den  bei  der  Gleichung  31)  der  zehnten  Vorlesung  gemachten 
Auseinandersetzungen  für  sie  auch 


dF   .    ^^d£    .      d_F 
dt  ~'        dx    ''     dy 


0 


oder  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  11) 

dWdF 


dF    ■    dWdF 
dt    '     dy  dx 

sein.     Nun  setzen  wir 


dx  dy 


=  0 


21) 


F  =  a^^x^  -f-  2a^^xy  +  «22?/^  —  1  ^ 

wo  äf,,,  «12 >  ^22  gewisse  Functionen  von  t  sind.  Führen  wir  neben 
dem  Coordinatensystem  der  x,  y  ein  zweites,  das  der  x,  y  ein,  dessen 
Achsep.  in  die  Hauptachsen  der  in  Rede  stehenden  Ellipse  fallen, 
schreiben  wir  die  Gleichaing  dieser 

^  _j_  ^'^  —  1 
und  setzen 


X  =  X  cos  ■9'  -|-  ?/  sin  '9' ,     y  =  —  xmxs.  %•  -\-  y  cos  ■9' ,        22) 


so  wird 


d-y^a^^  =  b"^  cos^-ö-  -{-  a^  sin^  d' 
«2  b'^a^^  =  (ö^  —  a~)  cos  &•  sin  O' 
«2  b'^a22  =  b"^  sin^  d"  -\-  a-  cos^  Q" , 


23) 


wo  d-  von  /  abhängig  ist,  a  und  &  aber  constant  sind.  Was  den, 
aus  11)  zu  bestimmenden  Werth  von  TF  betrifft,  so  ist  nach  der  in 
der  Gleichung  10)  der  achtzehnten  Vorlesung  gemachten  Angabe 


W 


==  const. ^^  {bx"^  +  atj"^) 


für  jeden  Punkt  im  Innern  der   Wirbelfäden  oder  in  ihrer  Grenze. 
Man  hat  daher  für  diese  Punkte 


W  =  const. 


a+  b 


{A^^x^^  +  2Ji.^xy  +  A^^y^)  , 


wo 


^jj  =  b  cos^  d-  -\-  a  sin^  '9 
^,2  ==  (b  —  a)  cos  d-  sin  &• 
A22  =  b  sin'  d'  -{-  a  cos'  d" 


24:-) 
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Die  Gleichung  21)  ist  hiernach  nicht  allein  an  der  Grenze,  son- 
dern für  alle  Punkte  des  Querschnitts  der  Wiibelfaden  erfüllt,  falls 
d-  so  als  Function  von  t  bestimmt  wird,  dass  den  drei  Gleichungen 

{a  +  b)  ''/f  =  2^  («„  A,,  -  a,,  A,,) 

(«  +  *)  ~"tf  =  4§   («,2^22  —  «22-^12) 

Genüge  geschieht.  Die  Gleichungen  23)  und  24)  zeigen  nach  leichter 
Rechnung,  dass  das  der  Fall  ist,  wenn 

dO"  fj-,       ab 

dt    ~  ^  (a+6j2 

gemacht  wird.  Mit  der  hierdurch  bestimmten  Winkelgeschwindigkeit 
dreht  sich  der  elliptische  Cylinder,  den  die  Wirbelfäden  bilden,  um 
seine  Achse;  dabei  erfahren  die  Fäden  aber  auch  relative  Verschie- 
bungen. Man  findet  diese,  wenn  man  die  auf  dasselbe  Flüssigkeits- 
theilchen  bezogenen  Coordinaten  x',  y  durch  die  Zeit  ausdrückt. 
Durch  eine  Betrachtung,  wie  wir  sie  schon  an  die  Gleichungen  2) 
der  neunten  Vorlesung  zu  knüpfen  hatten,  und  bei  Berücksichtigung 
des  Umstandes,  dass  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  nach  den 
Achsen  der  x   und  y 


d «        1        d  H 

K-r  und  —  ^5— r 
oy        ■         öx 


sind,  folgt  aus  22) 


dx   dJV    ,       '  d^         dy   dJV^  _     ,  d» 

dt         Jt/^    '■  ^   ^  '      rfT  d^        ^    dt 


d.  h. 


'ix_  ^^  _    ^^«^   ,^,         dj/  2^6^^ 

dl  (rt-f 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 


dl  (rt+ft)2^    '       dt  («+ ft)2^ 


2^  l„.{:/>)2  —  ^  > 

d.  h.  nennt  man  A  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  der  be- 
trachtete elliptische  Cylinder  sich  dreht,  so  sind  die  Integrale  dieser 
Gleichungen 

X  =  ax  cos  (li  -\-  fi)  ,      y'  =  bx  sin  (Xl  -\-  (i)  , 

wo  X  und  ^  die  Constanten  der  Integration  sind  und  das  Flüssig- 
keitstheilchen  bestimmen,  auf  welches  x'  und  y'  sich  beziehn;  die 
erste  von  diesen  muss  ein  echter  Bruch  sein,  da  die  durchgeführte 
Rechnung  nur  für  die  Flüssigkeitstheile  gilt,  welche  die  Wirbelfäden 
bilden.     Berechnet  man  x  und  y  aus  x   und  y   mit  Hülfe  der  Glei- 
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chungen  22)  und  wählt  den  Anfangspunkt  der  Zeit  so,  dass  &  und[j 
gleichzeitig  verschwinden,  so  ergiebt  sich 

X  ==  ax  cos  {l(  -\-  ^)  cos  kt  —  bx  sin  {X(  -\-  ^)  sin  2.  t 

y  z=  an  cos  {Xt  -\-  ^)  sin  It  -\-  h X  sin  {Xt  -\-  pi)  cos  A ^ 
oder 

X  ==  "^-^  ^  cos  (2Xt  +  !«■)  +  "~    ^  ^0^  f* 
y  =  — ^    X  Hin  {zAt  -\-  a) ~     x  sm  jtt  . 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  ein  jedes  der  betrachteten  Flüssig- 
keitstheilchen  sich  in  einem  Kreise  mit  gleichbleibender  Geschwindig- 
keit bewegt  und   einen  Umlauf  auf  diesem  in  der  Zeit  ^  vollendet; 

die  Radien  und  Mittelpunkte  dieser  Kreise  sind  für  die  verschiedenen 
Theilchen  verschieden. 

Ist  eine  von  den  Halbachsen  a  ujid  b  der  Ellipse  als  unendlich 
gross  gegen  die  andere  zu  betrachten,  so  verschwindet  A;  die  Linie, 
in    welche    die    Ellipse    sich    dann    verwandelt,    erleidet   also    keine 

Drehung.     Ist  a  =  b,  so 'wird  A=  ~  ;    die   Theile    des    Kreises,    in 

welchen  die  Ellipse  dann  übergeht,  drehen  sich  ohne  Veränderung 
ihrer  relativen  Lage  um  den  Mittelpunkt  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit t,. 

§5. 

Es  soll  jetzt  von  den  im  §  1.  entwickelten  Gleichungen  eine 
Anwendung  auf  den  Fall  gemacht  werden,  dass  alle  vorhandenen 
Wirbellinien  Kreise  sind,  die  zur  gemeinschaftlichen  Achse  die  z  -  Achse 
haben.  Wenn  dieser  Zustand  in  einem  Augenblicke  besteht,  so  be- 
steht er  immer;  setzt  man 

so  ist  Gestalt  und  Lage  jeder  Wirbellinie  zu  irgend  einer  Zeit  durch 
die  beiden  Variabein  q  und  z  bestimmt;  die  Bahn   eines  Flüssigkeits- 
theilchens    liegt   in  einer  durch   die   z- Achse  gehenden  Ebene    und 
ihre  Gleichung  ist  eine  Gleichung  zwischen  q  und  z. 
Macht  man 

X  ==  Q  cos  O' ,     y  =  Q  sin  %•  , 
so  wird  unter  der  genannten  Annahme 

1=  —  (5  sin  %• ,    y  =  (5  cos  ^  ,     g  =  0  , 

wo  6  nicht  von  -0'  abhängt.  In  Folge  der  letzten  dieser  Gleichungen 
und  der  letzten  der  Gleichungen  5)  ist 
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rv  =  0 , 

also  nach  3) 

dr  du  dF      du  orN 

et  '  dz  '  dx        dy  ' 

Bezeichnet  man  durch  dx  ein  Element  des  Volumens,  durch  o , 
^' ,  p',  z  die  Werthe  von  6,  ^,  q,  z  für  dieses  und  durch  r  seine 
Entfernung  von  dem  Punkte  {%■  ^  q,  z)  oder  (x,  y,  z),  so  folgt  aus 
5)  weiter 


dabei  hat  man 


1  ,  f'a  sin  &' dt'  j^ 1      Pa  cos  9' dz 

2n  J  r  '  27t  J  r 


dr'  =  Q  dQ  dz  d^' 

r2  =  {z  —  zy-  4-  q'-  +  ()2  —  2()>  cos  (^'  —  %■)  . 

Führt  man  an  Stelle  von  %'' 

cp  =  d"   —  d' 

ein  und  bemerkt,  dass  in  Bezug  auf  qp  von  0  bis  2n  integrirt  werden 
kann,  und  dass 

sin  q>dq) 


Jriz'-z)* 


-\-  e'2  +  9*  —  "^QQ  COS  qp 


=  0 


0 

ist,  so  ergiebt  sich 

11=  —  S  sind- ,     V  =  S  eos»  ,  26) 

wo  S  nicht  von  d-  abhängig  ist.     Setzt  man 

27t 


0 

so  wird 


J  y{z'  —zy-\-Q'^-^Q^  — 2q'q  cos  (p  ^  >    V    7    V^  >  1 


S  =  ^  r l'ö'  Q'dQdz'  R  .  28) 

Bezeichnet  man  noch  durch  s  die  Componente  der  Geschwindig- 
keit nach  der  Richtung,  in  welcher  q  wächst,  d.  h.  macht  man 

n  ^=  s  cos  &  ,     V  =  s  sin  ^  , 

so  ergeben  die  Gleichungen  25)  und  26)  für  die  beiden  zu  bestimmen- 
den Geschwindigkeitscomponenten  s  und  w 

s,^-^,     ..  =  «-|^'.  30) 

Dabei  ist  für  ein  jedes  Flüssigkeitstheilchen 

dg  dz 

'-dt'      '''=dt' 
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Für  die  lebendige  Kraft  der  Flüssigkeit,   T ,  findet  man  aus  8) 

T=    C  Sadx 

oder    T  =  2ii   CsQödf 
oder  auch    =^  /  /  R  QQ  ^a'  dfdf , 

wo   df  und   df   die  Querschnitte  der  vorhandenen  Wirbelfädeu   be- 
zeichnen. 

Was   den  Werth   der  Function  R  anbelangt,  so  findet  man  aus 
27),  wenn  man 

q)  =  n  —  2i/' 
setzt , 


jr{.z  -z)'  +  (ii'  + 


sin^  1/;)  rfi^ 


q)^  —  4p  p  sin*  tp 
ü 

oder,  wenn  man 

7.2  _  4g>  

(z'  -  .)« +  (e'  +  9? 

n  n 

^=  rz/'f^^^Wr'     ^=    rl^l  -  >t2  sin^  i>  dt 

J  y\  —  Ar'  sm*  Tp  J 

0  ü 

macht, 

"-M^ -''"'-''''')■  ''^ 

Wir  wollen  nun  Betrachtungen  anstellen,  die  denjenigen  ent- 
sprechen, welche  wir  im  §  2.  an  die  Gleichungen  12)  geknüpft 
haben.  Es  beruhten  diese  wesentlich  auf  dem  Umstände,  dass  die 
Function 

lg  j/{x  —  xf  +  (y  ^^2 

die  Eigenschaft  besitzt,  dass  ihre  nach  x  und  y  genommenen  Diffe- 
rentialquotienten die  entgegengesetzten  Werthe  annehmen,  wenn  man 
die  gestrichenen  Buchstaben  mit  den  ungestrichenen  vertauscht.  Nun 
hat  die  durch  27)  oder  32)  definirte  Function  R  die  ähnliche  Eigen- 
schaft, dass  -TT-  den  entgegengesetzten  Werth  erhält,   wenn  man  die 

gestrichenen  Buchstaben  mit  den  ungestrichenen  vertauscht;  daraus 
folgt 


0=  i'  Cqq^Icö'  df  df 


oder  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung,  die  durch  Differentiation  nach 
z  aus  28)  entsteht, 


33) 
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Nach  30)  lässt  sich  diese  Gleichung  schreiben 

1  Qs6d/'=0      oder       1 9  j^  adf  =0 

oder  /  Q'^adf  =  const. , 

da  ödf  für  jeden  Wirbelfaden  der  Zeit  nach  unveränderlich  ist. 

Dieser  Gleichung  lässt  eine  zweite  sich  an  die  Seite  stellen. 
Bildet  man  aus  dem  Werthe  von  k"^  den  Ausdruck  für  lg  k  und 
düferentiirt  die  so  erhaltene  Gleichung  partiell  nach  q  und  nach  z, 
so  erhält  man 

2    aÄ  ^  {z  -zy-\-Q'^  —  Q' 

k^dQ  {Z    -  Z)'  +  {q    -\-  Q^ 

2       U 2z  jz  —  z) ^^^ 

k^  dz  —  (z' -  z)«  +  (9  +  e)* ' 
also 


2/     dk     .         dk\ 


(:'-z)2  +  (e'+9)2 


Da  k  bei  der  Vertauschung  der  gestrichenen  und  ungestrichenen 
Buchstaben  sich  nicht  ändert,  so  ist  hieraus  zu  schliessen,  dass 

dk    ,        dk 

^Tq  +  '^Tz 

bei  dieser  Vertauschung  den  entgegengesetzten  Werth  bekommt.    Die- 
selbe Eigenschaft  hat  daher  auch  nach  32) 

d/t  /    dk    .       dk\ 
Tk[^TQ+^JT) 

oder,  was  dasselbe  ist,  da 


dli 

dn  dk 

~  dk  dg 

~ 

dh 

dz 

dRdTc 

''  dk  dz  ' 

+ 

dli 

^Tz 

+  i  Ä . 

Hieraus  folgt 

oder  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichung  28) 


Da 


ds  ^  diSo) 

^  dQ  dq 


2G8  Zwanzigste  Vorlesung. 


ist,  so  lässt  sich  hierfür  nach  30)  und  31)  auch  sclireihen 

w 

I   (tVQ  —  Sz)   Q6df=^ 

oder  endlich  .  35) 

Noch  führen  wir  die  Gleichung 

T  =  const.  36) 

an;  sie  spricht  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  aus, 
der  für  den  vorliegenden  Fall  gilt. 

§6. 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  verfolgen,  dass  nur  ein  kreisförmiger 
Wirhelfaden  von  unendlich  kleinem  Querschnitt  vorhanden  ist.  Die 
Dimensionen  des  Querschnitts  seien  von  der  Ordnung  der  unendlich 
kleinen  Länge  s:  wir  setzen 


m 


=  l'(Sdf  37) 


und  nehmen  f?i  als  endlich  an;   es  ist  dann  (>,   von  dem  wir  voraus- 
setzen,  dass   es  überall  dasselbe   Vorzeichen  hat,   von  der  Ordnung 

von    ö-     Es  seien  ferner 


die  (jleichungen  einer  Kreislinie,  von  der  wir  jetzt  nur  festsetzen, 
dass  sie  in  dem  Wirbelfaden  oder  unendlich  nahe  an  ihm  sich  be- 
findet, die  wir  später  aber  genauer  bestimmen  wollen.  Für  alle  Punkte, 
die  in  endlicher  Entfernung  von  dieser  Kreislinie  liegen,  ist  dann 
nach  28) 

hieraus  sind  mit  Hülfe  von  30)  und  32)  für  diese  Punkte  die  Ge- 
schwindigkeiten s,  w  zu  berechnen,  p,,  und  Zq  sind  aber  Functionen 
der  Zeit ;  diese  müssen  gefunden  werden,  wenn  die  Bewegung  irgend 
eines  Flüssigkeitstheilchens  ermittelt  werden  soll,  und  hierzu  ist  die 
Betrachtung  solcher  Punkte  nöthig,  die  der  Kreislinie  (qq,  Zq)  unend- 
lich nahe,  nämlich  in  dem  Wirbelfaden  liegen.  Für  solche  Punkte 
sind  S,  s  und  w  unendlich  gross;  wir  wollen  zusehn,  von  welchen 
Ordnungen  sie  es  sind. 

Der  Gleichung  28)    zufolge    ist  S  im   Innern  des  Wirbelfadens 
von  derselben  Grössenordnung,   wie   R  für  Werthe  von  q,  z,  q,  z', 
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die   zwei  Kreislinien  entsprechen,    deren   Abstand  von  der  Ordnung 
von  E  ist.     Setzt  man 


{Z    -  Z)^  +  {Q    +  Q,^  ' 

SO  ist  daher  S  von  derselben  Ordnung,  wie  R  für  einen  Werth  von 
kl,  der  von  der  Ordnung  von  s  ist.  Um  diese  zu  finden,  bemerken 
wir  zunächst,  dass,  wenn  /c^  unendlich  klein  ist,  man  bei  Vernach- 
lässigung von  unendlich  Kleinem 

E  =  l     coa  ipdil;  =  l 

0 

hat;  wir  schreiben  ferner 

Ä^=   n"^       rfj^  ,       /•_  dq> 

J   Fcos«  ip  +  A,2  sin«  tp        J  /''sin"  q>  -j-  ä,«  coi»  m 

0  0 

und  nehmen  il/  als  unendlich  klein,  aber  gegen  Äj  unendlich  gross 
au.     Bis  auf  unendlich  Kleines  richtig  ist  dann 

f       cos  1/7     j  y 

U  ü 

Hieraus  folgt 

^  =  lgtg(|-|')+lg^^:+^Ä' 

also  Ä-  =  lg  1^  • 

Hiernach  ist  S  im  Innern  des  Wirbelfadens  von  der  Ordnung 
von  lg  £;  von  derselben  Ordnung  ist  nach  31)  auch  die  lebendige 
l\raft  T. 

Um  die  Grössenordnungen  von  s  und  w  aus  den  Gleichungen 
30)  und  28)   ermitteln  zu  können,   müssen  wir  noch  die  Ordnungen 

von  „-  und  ^,  also  die  Ordnung  von  -kt  für  ein  unendlich  kleines 

/ ,  aufsuchen.     Aus  den  Gleichungen,  welche  K  und  E  definiren  und 
der  Gleichung 


dcf) 


r.  /*2 1  —  2  sin«  il)  -\-Jlf  sin«  tp   , 

~J  (T^^P~sln^"^p^        "^ 


0 

welche  aus  der  identischen  Gleichung 

,     sin  ip  cos  Ip     1  —  2  sin^  ip  -{-  k^  sin"*  tp    , 

fiZ-ie^in^  ^  ~~  ~  (1  -^sin«  ip)  % 

Kirchhoff,  Mechanik.  18 
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sich  ergiebt,  findet  man  leicht 

dK K  —  Ä,Vi        clE ^—^^ 

dk  ~~    ^  kkt^       '      ~dlc  ~~  ~k 

Es  folgt  hieraus,  dass,  wenn  ä-j  unendlich  klein  ist,  ^  von  der 


1  a  k  (ik 

Ordnung  von  r^  wird ;  da  nach  34)  ^     und  ^    von     der    Ordnung 

von  k.  sind,  so  werden  -^-^  und  ,5—  von  der  Ordnung   von  ,-  •  In  ner- 

halb  des  Wirbelringes  ist  k^  von  der  Ordnung  von  f;  die  Gleichun- 
gen 30)  und  28)  führen  daher  zu  dem  Schlüsse,  dass  hier  die  Ge- 
schwindigkeiten s  und  w  von  der  Ordnung  von  —  sind. 

Wir  setzen  jetzt  genauer  die  Bedeutung  der  Zeichen  ^q,  z^^  fest, 
die  bereits  eingeführt  aber  noch  nicht  vollständig  definirt  sind.  Es 
soll  das  durch  die  Gleichungen 

Q,^  fadf=  fQ'ödf 

^  ^  38) 

Zq  I  Q'^ad/'=    IzQ-adf 

geschehn.  Da,  wie  wir  vorausgesetzt  haben,  6  überall  dasselbe  Vor- 
zeichen besitzt,  so  liegt  dann,  wie  es  sein  sollte,  der  Kreis  (()q,  z^ 
in  dem  Wirbelfaden  oder  ihm  unendlich  nahe.  Aus  33)  und  dem 
schon  mehrfach  benutzten  Umstände,  dass  ödf  mit  der  Zeit  sich 
nicht  ändert,  folgt  dabei,  dass  auch  q^  der  Zeit  nach  unveränderlich 
ist.  Die  Grösse  z^  aber  ändert  sich  mit  der  Zeit;  wir  wollen  unter- 
suchen, wie.     Aus  den  Gleichungen  38)  und  37)  folgt 


m  Po*  Zq  =    l  z  Q^  a  df 


daraus-  weiter 

9  dz^ 

'■f'. 

'to'^r+^J' 

9%^äf. 

Die 

Gleichung  35) 

lässt  sich  hiernach  schreiben 

^Po^- 

Izq 
dt 

Z  +  3  fz9  ^ 

4:7t    '           f       ^  dt 

6df. 

39) 

Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist,  wie 
wir  gesehn  haben,  constant  und  unendlich  gross  von  der  Ordnung 
von  lg  s]  das  zweite  Glied  ist  endlich,  wie  aus  der  Gleichung  33) 
in  Verbindung  mit  der  Thatsache  hervorgeht,  dass  die  Unterschiede 
der  Werthe,  welche  z  in  ihm  erhält,    von   der  Ordnung  von  «,    die 

Werthe  von  ^  aber  von  der  Ordnung  von  —    sind.      Daraus    folgt, 
dt  °  £  '^  ' 

dass  ~    unendlich  gross  von   der  Ordnung  von  lg  s  und,  falls  man 
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Endliches  gegen  Grössen  von  dieser  Ordnung  vernachlässigt,  con- 
stant  ist. 

Der  Wirbelfaden  behält  daher  denselben  Radius,  schreitet  aber 

in  der  Richtung  der  z  -  Achse  mit  der  Geschwindigkeit  ~-  fort.  Diese 

Geschwindigkeit  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  m  oder  ö;  es  folgt  das 
aus  der  Gleichung  39),  da  T  eine  positive  Grösse  ist.  Diesen  Satz 
wollen  wir  noch  in  anderer  Weise  aussprechen.  Nach  den  bei  den 
Ausdrücken  6)  gemachten  Auseinandersetzungen  fliesst  die  Flüssigkeit 
durch  alle  Theile  der  durch  den  Wirbelfaden  begrenzten  Kreisfläche, 
welche  in  endlicher  Entfernung  von  diesem  sich  befinden,  in  der 
Richtung  der  z- Achse  oder  der  entgegengesetzten  Richtung  je  nach 
dem  Vorzeichen  von  ö.  Aus  der  am  Anfange  des  §  5.  für  ö  gege- 
benen Definition  folgt,  dass  in  Punkten,  für  welche  der  dort  mit  d- 
bezeichnete  Winkel  =  0  ist,  6  =  rj  wird;  und  aus  der  Pestsetzung, 
die  über  eine  positive  Drehung  im  §  2.  der  fünften  Vorlesung  (Seite  48) 
gemacht  und  ohne  Ausnahme  beibehalten  ist,  dass  in  der  genannten 
Kreisfläche  die  Bewegung  die  Richtung  der  z- Achse  hat,  falls  t]  für 
%•  =  0  positiv  ist.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Wirbelfaden  in  der- 
selben Richtung  fortschreitet,  in  der  die  Flüssigkeit  in  der  durch  ihn 
begrenzten  Kreisfläche  strömt. 

Diese  Resultate  sind  zuerst  von  Helmholtz  abgeleitet  in  seiner 
Abhandlung:  lieber  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen, 
welche  den  Wirbelbewegungen  entsprechen  (Borchardt's  Journal  Bd.  55). 
Er  schliesst  dieselbe  mit  den  folgenden  Bemerkungen, 

„Es  lässt  sich  nun  auch  im  Allgemeinen  übersehen,  wie  sich 
zwei  ringförmige  Wirbelfäden,  deren  Achse  dieselbe  ist,  gegen  ein- 
ander verhalten  werden,  da  jeder  abgesehn  von  seiner  eigenen  Fort- 
bewegung auch  der  Bewegung  der  Wassertheilchen  folgt,  die 
der  andere  hervorbringt.  Haben  sie  gleiche  Rotationsrichtung,  so 
schreiten  sie  beide  in  gleichem  Sinne  fort,  und  es  wird  der  voran- 
gehende sich  erweitern,  dann  langsamer  fortschreiten,  der  nach- 
folgende sich  verengern  und  schneller  fortschreiten,  schliesslich  bei 
nicht  zu  differenten  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  den  andern 
einholen,  durch  ihn  hindurchgehen.  Dann  wird  sich  dasselbe  Spiel 
mit  dem  andern  wiederholen,  so  dass  die  Ringe  abwechselnd  einer 
durch  den  andern  hindurchgehen. 

Haben  die  Wirbelfäden  gleiche  Radien,  gleiche  und  entgegenge- 
setzte Rotationsgeschwindigkeiten,  so  werden  sie  sich  einander  nähern, 
und  sich  gegenseitig  erweitern,  so  dass  schliesslich,  wenn  sie  sich 
sehr  nahe  gekommen  sind,  ihre  Bewegung  gegen  einander  immer 
schwächer  wird,  die  Erweiterung  dagegen  mit  wachsender  Geschwin- 
digkeit geschieht.  Sind  die  beiden  Wirbelfaden  ganz  symmetrisch, 
so  ist  in  der  Mitte  zwischen  beiden  die  der  Achse  parallele  Geschwin- 

18* 
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digkeit  der  Wassertheilchen  gleich  Null.  Man  kann  sich  hier  also 
eine  feste  Wand  angebracht  denken,  ohne  die  Bewegung  zu  stören, 
und  erhält  so  den  Fall  eines  Wirbelringes,  der  gegen  eine  feste 
Wand  anläuft. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man  diese  Bewegungen  der  kreisförmigen 
Wirbelringe  in  der  Natur  leicht  studiren  kann,  indem  man  eine  halb 
eingetauchte  Kreisscheibe,  oder  die  ungefähr  halbkreisförmig  begrenzte 
Spitze  eines  Löffels  schnell  eine  kurze  Strecke  längs  der  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  hinführt,  und  dann  schnell  herauszieht.  Es  bleiben 
dann  halbe  Wirbelringe  in  der  Flüssigkeit  zurück,  deren  Achse  in 
der  freien  Oberfläche  liegt.  Die  freie  Oberfläche  bildet  also  eine 
durch  die  Achse  gelegte  Begrenzungsebene  der  Wassermasse,  wodurch 
an  den  Bewegungen  nichts  wesentliches  geändert  wird.  Die  Wirbel- 
ringe schreiten  fort,  erweitern  sich,  wenn  sie  gegen  eine  Wand 
laufen,  und  werden  durch  andere  Wirbelringe  erweitert  oder  ver- 
engert, ganz  wie  wir  es  aus  der  Theorie  abgeleitet  haben.'' 


Einundzwanzigste  Vorlesung. 

(Functionen  eines  complexen  Arguments.  Ihre  Anwendung,  um  mögliche 
Flüssigkeitsbewegungen  zu  finden.  In  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbil- 
dung eines  ebenen  Flächenstücks  auf  einem  andern.  Lineare  Functionen. 
Mehrwerthige  Functionen.    Abbildung  einer  Sichel  auf  einer  andern.) 

§  1. 
Eine  sehr  interessante  Klasse  von  Flüssigkeitsbewegungen  ist 
diejenige,  zu  welcher  die  Flüssigkeitsstrahlen  gehören,  wie  sie  etwa 
bei  dem  Ausfluss  von  Wasser  sich  bilden.  Bis  jetzt  ist  es  nicht  ge- 
lungen ,  eine  solche  Bewegung  in  dem  Falle  durch  Rechnung  zu 
bestimmen,  dass  das  Geschwindigkeitspotential,  dessen  Existenz  voraus- 
gesetzt werden  soll,  von  den  3  Coordinaten  x,  y,  z  abhängig  ist; 
man  kann  das  aber  unter  der  Annahme,  dass  das  Geschwindigkeits- 
potential nur  eine  Function  von  x  und  y  ist.  Die  Vereinfachung, 
die  durch  diese  Annahme  bei  hydrodynamischen  Problemen  hervor- 
gebracht wird,  haben  wir  schon  in  der  vorigen  Vorlesung  an  einem 
Beispiel  kennen  gelernt.  Der  hauptsächlichste  Grund  dieser  Verein- 
fachung liegt  darin,  dass  die  partielle  Differentialgleichung,  der  das 
Geschwindigkeitspotential  dann  genügt, 

^  j_  ^ O 

erfüllt  wird  durch  den  reellen  oder  auch  den  imaginären  Theil  irgend 
einer  Function  des  complexen  Arguments  x  -J-  iy. 
Man  setze 

z  =  X  -{-  iy  , 

bilde  irgend  einen  analytischen  Ausdruck  von  z,  der  Z  genannt  wer- 
den möge,  und  der  ausser  reellen  Grössen  neben  z  auch  i  enthalten 
kann ;  man  transformire  diesen  nach  den  für  reelle  Grössen  geltenden 
Rechnungsregeln,  indem  man  i  wie  eine  unbekannte  reelle  Constante 
behandelt,  dabei  aber 

«2  =  —  1 

setzt.     Bekanntlich  lässt  lässt  sich  dadurch  Z  auf  die  Form 

Z=X-\-iY 
bringen,   wo  X  und  Y  reelle  Functionen  von  x  und  y  sind.     Man 
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nennt  z  und  Z  complexe  Grössen,  x  und  X  ihre  reellen,  iy  und  i  V  ihre 
imaginären  Theile,  Z  eine  Function  von  z.  Zwei  complexe  Grössen 
heissen  einander  gleich,  wenn  sowohl  ihre  reellen,  als  ihre  imagi- 
nären Theile  einander  gleich  sind;   die  positiv  zu  nehmende  Wurzel 

heisst  der  Modul  von  z. 

Bei  der  angegebenen  Bedeutung  der  Zeichen  ist 


dz 
d,oc 


dz 


dZ  .äZ  ,  .dz 
-5-  =  «  -T-  ,  also  t  — 
oy  dz  ' 


d.  h. 


mithin 


dx 


dx  ,    .  dv 

dy     '       dy  ' 


dz 

dy' 


dx 
dx 


dv 

dy 


=  '^^     und      ^  -  = 


dx 


dX 
dy 


1) 


Diese  beiden  Gleichungen  können  wir  als  eine  Definition,  die  allge- 
meiner als  die  vorher  angeführte  ist,  dafür  ansehn ^  dass  Z  eine 
Function  von  z  ist.     Aus  ihnen  folgt 


g-'x  ,  a^x 

dx'^    "^  dy'^ 


0 


c2Z  \^1L  —  0 

dx^  "T"  dy^ 


und  auch 


dXdV  _,dXc_V_^^ 
'    dy   dy  ' 


const.   und  die 


ex  dx 

welche   Gleichung    ausspricht,    dass  die  Linien   Ä 
Linien  F  =  const.  sich  senkrecht  schneiden. 

Nach  den  gemachten  Auseinandersetzungen  findet  man  eine 
mögliche  Flüssigkeitsbewegung,  wenn  man  für  Z  einen  beliebigen 
Ausdruck  in  z  annimmt  und  das  Geschwindigkeitspotential  q)  einer 
der  beiden  Grössen  Ä  und  F  gleichsetzt.  Die  andere  von  diesen 
hat  dann  auch  eine  einfache  Bedeutung;  nennt  man  sie  ^,  so  ist 
nämlich 

1/;  ==  const. 

die  Gleichung  der  Stromlinien. 

Wir  wollen  einige  einfache  Beispiele  betrachten.  Wir  setzen 
zuerst 

Z  =  lg  2^  ,   also   z  =  e'^  . 
Macht  man 

X  =  r  cos  -O" ,     y  =  r  sin  •O'  , 
so  folgt  hieraus 

r  (cos  %•  -\-  i  sin  -0-)  =  e^  (cos  F  -\-  i  sin  F) 
oder 

Z  =  lgr,     F=^, 
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wo  unter  lg  r  der  reelle  Werth  dieser  Grösse  zu  verstehen  ist.    Wir 
haben  daher  entweder 

qp  =  lg  r     und     i/;  ==  O' 
oder 

(p  =  \t         und     ^  =  lg  r  . 

Im  ersten  Falle  sind  die  Stromlinien  die  nach  deni  Punkte  z  =  0 
gerichteten  Geraden,  die  Linien  gleichen  Geschwindigkeitspotentials 
die  um  diesen  Punkt  beschriebenen    Kreise;    im    zweiten    findet    das 

Umgekehrte  statt.     In  beiden  Fällen  ist  die  Geschwindigkeit  =  -  • 

Immer  können  zwei  Stromlinien  in  feste  Wände  verwandelt  werden, 
ohn«  dass  die  Bewegung  zwischen  ihnen  eine  Aenderung  erleidet; 
die  aufgestellten  Formeln  gelten  also  auch,  wenn  zwei  von  dem 
Punkte  z  =  0  ausgehende  Gerade  oder  zwei  um  diesen  Punkt  als 
Mittelpunkt  beschriebene  Kreise  feste  Wände  sind. 
Um  ein  zweites  Beispiel  zu  erhalten,  setzen  wir 


wo  Cy  und  c^  zwei  complexe  Constanten  bedeuten.     Macht  man 

C\  =  «1  +  i^i 

; 

€2  =  tt-l  ~\~  *^2 

und 

X  —  a^  ==  Tj  cos  'O', 

X  —  «2  =  ^2  CO®  ^? 

y  —  öj  =  r,  sin  '9', 

y  —  h'i^^  ^i  ^^^  ^2  ' 

so  folgt  daraus 

^=lg?, 

F 

=  -^i  —  -^2  • 

Nehmen  wir  (p  =  X ,  ■^  =  F  an,  so  sind  die  Stromlinien,  wie 
elementare  geometrische  Betrachtungen  lehren,  die  Kreisbögen,  welche 
die  Punkte  z  =  c^  und  z  ==  c^  mit  einander  verbinden.  Aus  dem 
einen  dieser  beiden  Punkte  strömt  die  Flüssigkeit  aus,  in  den  andern 
strömt  sie  ein.  Die  Linien  gleichen  Geschwindigkeitspotentials  sind 
die  Kreise,  welche  über  dem  Abstand  zweier  Punkte  als  Durchmesser 
beschrieben  sind,  die  zu  den  Punkten  z  =  c^  und  z  =  c^  harmonisch 
liegen.  Irgend  zwei  Stromlinien,  z.  B.  die  beiden  Theile  eines  durch 
diese  Punkte  gelegten  Kreises  können  feste  Wände  sein.  Setzen  wir 
umgekehrt  <p  =  Y y  ■^  =  X,  so  vertauschen  die  beiden  Systeme  von 
Kreisen  ihre  Rollen. 

Wir  kommen  auf  einen  speciellen  Fall  der  in  der  siebenzehnten 
Vorlesung  behandelten  Strömungen,  wenn  wir 

Z  =  arc  sin  z  ,   also   z  =  sin  Z 
setzen.     Es  wird  dann 
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Daraus  folgt 


X 

= 

sin 

X 

e^ 

2 

-r 

y 

___ 

cos 

X 

e^ 

—  e~ 
9 

-r 

sin«  X       cos2  X 


=  1 


Die  Gleichungen  X  ==  const.  und  F  ==  const.  stellen  hiernach 
zwei  Systeme  confocaler  Hyperbeln  und  Ellipsen  dar,  deren  Brenn- 
punkte die  Coordinaten  a;  =  +  1 ,  i/  =  0  haben. 


§  2. 

Wir  haben  in  den  Gleichungen  1)  des  vorigen  §  dafür,  dass 
X  -\-  iV  oder  Z  eine  Function  von  x  -f-  itj  oder  z  ist,  eine  Defini- 
tion aufgestellt,  welche  nicht  voraussetzt,  dass  ein  analytischer  Aus- 
druck für  Z  gegeben  ist.  Von  dieser  ausgehend,  wollen  wir  nun 
beweisen,  dass,  wenn  Z  eine  Function  von  z,  auch  umgekehrt  z  eine 
Function  von  Z  ist.     Wir  setzen 


■dx- 


^dx- 


M'  =  (^)-  +  (|~)'  =  C^)'  +  (^) 


dy 


2) 


■a 

welche  Ausdrücke  in  Folge   der  Gleichungen  1)  alle  einander  gleich 
sind.     Durch  Auflösung  der  identischen  Gleichungen 


dxdv 
dy  dx  ' 


,  ^  a^  ax    ,    dx  dr 


dx  de 


dV  dx 
dx  dr 


f\ dx  d  X   I 

~  d'x'di'^  dr  dy 


erhält  man  dann 


dx 

dX 


dx 

dr 


M«  dx 

_  j^  ax 

M^  dy 


dy 

dx 


dy 

dr 


djidJC    .dy^dj^ 
dx  ~dx    '~  dr  dx 

dy^d]^    idy^lZ 
dx  dy  ~^  dr  dy 


1  dr 

M^  dx 
3P  dy  ' 


und  hieraus  folgt  bei  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1) 

l£ d!/_  1      dx^ ^JL 

dx~dr  dr  äx' 

wodurch  die  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen  ist. 
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Sind  Z  =  Ä  -\-  i  Y  und  Z'  =  X  -\-  i  V  Functionen  von  z,  so  -ist 
auch  ZZ^  eine  Function  von  z.     Es  ist  nämlich 

zz'  =  XX'  —  rr  -\-  i{XY'  -\-  x  y)  -, 

ferner  ist 

djXX'  —  FF')  ^  j^^ijr'Sj^  _  yl^  __  Y'^Jl 
dx  8x    "^       dx  dx  dx 

djXF'  +  X'F)  _  j^  ^'    I    ^'  ^2  _|_  ydX'    ,    y>dX 
dy  dy     '  dy     '  dy     *~        dy 

d{XX'~-  FF')  ^    Y  ^1'    1    X'  ^-  _  r  ^  —  F'  — 

dy  ^     (^y  dy  dy  dy 

d(XF'-[-X'F)  ^  j^dj^    i    x'dF    ,     y  dx;_    ,    y  dX 
dx  dx     ""       dx  ~^        dx  "•         dx 

und    hieraus    folgt    mit   Hülfe    der    Gleichungen    1)    und    der    Glei- 
chungen 

dX^  ^  dj^    '    dj^  ^        dX\ 
dx         dy   '      dx  dy 

djXX'  -  FF') _ djXF'  ~{-  X'  F)         ,  d  {XF'-\-X'  F) _  _ g  (XX'  —  FF')  _ 
X  cy  .  ox  oy 

Wir  fassen  jetzt  den  Diiferentialquotienten 

d.  h. 


dz      '      '    dx  -j-  idy 
in's  Auge;  derselbe  ist 

(d  X  ,  .  a  F\  .    ,  /a  X  ,  .  a  r\  , 

rfa;  -f-  idy 
oder  nach  1) 

aa;  '     a-T 

Er  ist  daher  von  dx  und  dij  unabhängig,  eine  Function  von  x  und  y. 
Er  ist  eine  Function  von  z,  wie  man  sieht,  wenn  man  die  Glei- 
chungen L)  partiell  nach  x  differentiirt. 

Wenn  in  einem  endlichen  Stücke  der  a:j/- Ebene  Z  eine  einwer- 
thige  stetige  Function  von  z  ist,  d.  h.  X  und  Y  einwerthige,  stetige 
Functionen  von  x  und  y  sind,  die  den  Gleichungen  1)  genügen,   so 

ist,  wie  wir  nun  zeigen  wollen,   auch      "    eine    einwerthige    stetige 

Function  von  z  in  demselben  Gebiete.  Es  seien  X  und  Y  zwei 
einwerthige  stetige  Functionen  von  x  und  y  für  einen  Theil  der 
.ry- Ebene,  deren  Element  df  genannt  werden  möge;  dl  sei  ein 
Element  der  Grenzlinie  dieses  Theiles,  n  die  nach  seinem  Innern 
gerichtete  Normale  von  dl.  Nach  einem  vielfach  benutzten  Satze 
ist  dann 
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Jäfi^fy  + 1~)  =  -/^'  (^.cos  (^^y)  +  y  cos  (no:))  . 

Diese  Gleichungen  transformiren  wir  zunächst  dadurch,  dass  wir 
statt  der  beiden  Winkel  (na;)  und  {ny)  einen  einführen.  Die  Dre- 
hung einer  Linie  bezeichnen  wir  als  positiv,  wenn  sie  in  dem  Sinne 
geschieht,  in  dem  die  a;- Achse  um  einen  rechten  Winkel  gedreht 
werden  muss,  damit  sie  in  die  y- Achse  fällt,  und  nennen  v  den 
Winkel,  um  den  eine  Linie  in  positivem  Sinne  gedreht  werden  muss, 
um  aus  einer  Lage,  in  der  sie  der  a;- Achse  parallel  ist,  in  eine  zu 
kommen,  in  der  sie  parallel  der  Normale  n  ist;  man  hat  dann 

cos  {iix)  =  cos  V  ,     cos  {11  y)  ==  sin  v  . 

Diese  Werthe  von  cos  {iix)  und  cos  {ny)  setzen  wir  in  die  Glei- 
chungen 3),  nehmen  an,  dass  Z,  d.  h.  X -\-  iF,  eine  Function  von  z, 
d.  h.  X  -\-  iy ,  ist,  wodurch  ihre  linken  Seiten  verschwinden,  multi- 
pliciren  die  zweite  mit  i  und  addiren  sie  zur  ersten;  wir  erhalten 
dann 


^  =    /  Z  dl  (cos  V  -\~  i  sin  v) 


Wir  bezeichnen  nun  durch  dz  den  Zuwachs,  den  z  erleidet,  wenn 
der  Punkt  {xy),  oder  der  Punkt  z,  wie  wir  sagen  wollen,  das  Ele- 
ment dl  in  der  Richtung  durchläuft,  welche  die  Normale  n  erhält, 
wenn  sie  in  negativem  Sinne  um  einen  rechten  Winkel  gedreht  wird: 
es  ist  dann 

dz  =  dl  I  cos  {v  —  1^)  4"  «*  sin  ('^  ~  f )  ) 
==  —  i  dl  (cos  V  -{-  i  sin  v)  , 


4) 


=/ 


Z  dz  .  5) 


woraus  folgt 

Es  sei 

c  =  a  -\-  ih  , 

wo  a  und  h  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Fläche  bezeiqjinen, 
deren  Element  df  genannt  ist;  in  der  Gleichung  5)  setzen  wir,  was 
erlaubt  ist, 

an  Stelle  von  Z , 

z  —  c 

und  wenden    sie   an  auf  jene  Fläche   mit  Ausschluss   eines  Kreises, 
der  mit  dem  unendlich  kleinen  Radius  r  um  den  Punkt  c  als  Mittel- 
punkt beschrieben  ist;  für  die  Peripherie  dieses  Kreises  ist 
z  —  c  =  r  (cos  V  -\-  i  sin  v) 
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und  daher  nach  4) 


also 


dz     _  .  dl 

z  ■ —  c  r 


i dz  =  — •«■  2  7t 


Cjc   j 


WO  Zc  den  Werth  von  Z  im  Punkte  c  bedeutet.  Daraus  folgt 
endlich 

Z,  =  4    {'—    dz  ,  6) 

WO  die  Integration  über  die  Grenzlinie  des  ursprünglich  gedachten 
Gebietes  von  z  in  dem  bei  4)  angegebenen  Sinne  auszudehnen  ist. 
Diesen  Sinn  wollen  wir  noch  auf  eine  andere  Weise  definiren.  Man 
denke  sich  auf  die  o;?/- Ebene  so  gestellt,  dass,  wenn  man  in  der 
Richtung  der  positiven  a;- Achse  hinblickt,  die  Richtung  der  positiven 
y- Achse  nach  links  geht;  der  Sinn  der  Integration  ist  dann  derjenige, 
in  dem  man  die  Theile  der  Grenze  des  Gebietes  von  z  durchwandern 
muss,  um  dieses  zur  Linken  zu  haben.  Es  lässt  sich  das  noch 
anders  ausdrücken,  wenn  das  Gebiet  von  z  eine  einfach  zusammen- 
hängende  Fläche  ist,  d.  h.  eine  solche,  die  vollständig  begrenzt  ist 
durch  eine  in  sich  zurückkehrende,  sich  nicht  schneidende  Linie. 
Denken  wir  uns  von  einem  Punkte  einer  solchen  ebenen  Fläche  eine 
gerade  Linie  nach  einem  Punkte  der  Grenze  gezogen  und  lassen  den 
letzteren  einen  Umlauf  auf  der  Grenze  in  dem  einen  oder  dem  an- 
dern Sinne  ausführen,  so  erleidet  die  gerade  Linie  eine  Drehung  um 
2;i;  in  positivem  oder  negativem  Sinne;  wir  wollen  den  Umlauf 
einen  positiven  nennen,  wenn  bei  ihm  die  Linie  um  2jr  in  positivem 
Sinne  gedreht  wird.  Die  Integration  in  6)  ist  dann  so  zu  nehmen, 
dass  sie  einem  positiven  Umlaufe  entspricht.  Ist  das  Gebiet  von  z 
nicht  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche,  sondern,  besteht  seine 
Grenze  aus  mehreren  geschlossenen  Linien,  so  kann  man  dasselbe  in 
eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  durch  Querschnitte  verwandeln 
d.  h.  durch  Linien,  von  denen  jede  zwei  Punkte  zweier  geschlossenen 
Grenzlinien  verbindet;  die  beiden  Seiten  eines  jeden  Querschnitts 
hat  man  dann  als  zur  Grenze  des  Gebietes  gehörig  zu  betrachten. 
Dadurch  wird  das  in  6)   vorkommende  Integral  nicht  geändert,  da 

_ eine   einwerthige   stetige  Function   von  z  ist,    so   lange  nicht 

z  =  c  wird. 

Die  Gleichung  6),  die  wir  auch  aus  der  Gleichung  28)  der  sechs- 
zehnten Vorlesung  hätten  ableiten  können,  beweist  die  ausgesprochene 

Behauptung,  dass  -.^  in  demselben  Gebiete,  wie  Z,  eine  einwerthige 
stetige  Function  von  z  ist. 
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Wir  knüpfen  nun  noch  eine  Folgerung  an  die  Gleichung  5). 
Es  sei  Z  eine  einwerthige  stetige  Function  von  z  in  einem  einfach 
zusammenhängenden  Theile  der  2^ -Ebene.  Von  einem  Punkte  des- 
selben Zq  oder  (Xq,  y^  denken  wir  uns  nach  einem  zweiten  Punkte 
z  in  ihm  eine  beliebige  Linie  gezogen  und  betrachten  das  Integral 


/ 


Z  dz=W  ^U  -\-iV  , 


genommen  über  die  Linie  in  dem  Sinne  von  z^  nach  z.  Ersetzen 
wir  die  Linie  durch  irgend  eine  andere,  die  von  z^  nach  z  führt,  so 
können  wir  auf  die  von  beiden  begrenzte  Fläche  die  Gleichung  5) 
anwenden;  sie  ergiebt,  dass  für  die  zweite  Linie  W  denselben  Werth 
hat,  wie  für  die  erste,  dass  also  W  unabhängig  ist  von  der  gewählten 
Linie;  es  ist  also  W  eine  Function  von  x  und  y.  Es  ist  W  eine 
Function  von  z\  denn  man  hat 


U  ^   C{Xdx—  Y  dy) 

.r,  y 

V  =    ['{Ä  dy  +  F  dx) 


und  hieraus  folgt 


dx        dy         .   '      dy  dx 


§3. 

Wir  haben  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
■Punktes  in  einer  Ebene  bezeichnet;  wir  wollen  ebenso  X  und  Y  als 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  in  einer  andern  Ebene 
ansehn.  Es  soll  Z  eine  Function  von  z,  also  auch  z  eine  Function 
von  Z  sein;  in  den  einander  entsprechenden  Gebieten  von  z  und  Z, 
die  wir  betrachten,  soll  Z  eine  einwerthige  stetige  Function  von  z,  und 
z   eine,  einwerthige   stetige   Function  von   Z  sein.     Nach   einem  im 

vorigen  §  bewiesenen  Satze  ist  dann  auch    ,    eine  einwerthige  stetige 

Function  von  z,  und   ^„    eine    solche    von  Z\    keiner    dieser  beiden 

DijBferentialquotienten  wird  daher  unendlich  und  jeder  von  ihnen  also 
weder  Null,  noch  unendlich.     Wir  setzen 

~  =  M  (cos  #  -f  i  sin  Q-)  ; 

M ,   der  Modul    des    genannten  Differentialquotienten,  ist    dann    die 
positive,    durch    die    Gleichungen  2)    bestimmte    Grösse;    M  und   ^ 
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sind,  da  —  von  dx  und  dy  unabhängig  ist,  Functionen  von  x  und  y. 

Die  aufgestellte  Gleichung  giebt 

flÄ-{-idY=  M  (cos  Q^  +  i  sin  %■)  {dx  +  idy)  , 
d.  h. 

dX  =  M  (cos  d^  '  dx  —  sin  Q^  •  dy) 

dV  =  M  (sin  d^  -  dx  -{-  cos  d'  ■  dy)  . 


7) 


Nehmen  wir  an,  dass  die  Z- Ebene  und  die  z- Ebene  mit  einer 
materiellen  Ebene,  die  A'- Achse  mit  der  a;- Achse,  die  Z- Achse  mit 
der  y- Achse  zusammenfällt  und  betrachten  x,  y  als  die  Coordinaten 
eines  materiellen  Punktes  in  eine?n  Zustande  der  Ebene,  Ä,  Y  als 
die  Coordinaten  desselben  materiellen  Punktes  in  einem  veränderten 
Zustande  der  Ebene,  so  haben  wir  in  den  Gleichungen  7)  einen 
speciellen  Fall  der  in  der  zehnten  Vorlesung  discutirten  Gleichungen; 
die  Gleichungen  7)  lehren  die  Veränderung  kennen,  die  ein  unend- 
lich kleiner  Theil  der  Ebene  erfahren  hat,  und  zeigen,  dass  diese 
besteht :  in  einer  Verschiebung ,  in  einer  Drehung  in  positivem  Sinne 
um  den  Winkel  Q'  und  in  einer,  in  allen  Richtungen  gleichen  Dilata- 
tion, bei  der  alle  linearen  Dimensionen  in  dem  Verhältniss  von  1  :  M 
vergrössert  sind.  Wir  schliessen  daraus,  dass  ein  unendlich  kleiner 
Theil  der  materiellen  Ebene  sich  selbst  ähnlich  geblieben  ist.  Die 
Veränderung,  welche  er  erfahren  hat,  dürfen  wir  uns  als  continuir- 
lich  und  so  hervorgebracht  vorstellen,  dass  M  weder  Null,  noch 
unendlich  wurde ;  ist  sie  in  dieser  Weise  vor  sich  gegangen ,  so  ist 
der  Sinn  eines  positiven  Umlaufs  um  den  betrachteten  Theil,  wenn 
dieser  ein  einfach  zusammenhängender  ist,  dabei  nicht  unbestimmt 
geworden  und  nicht  sprungweise  geändert,  er  ist  also  derselbe 
geblieben.  Lassen  wir  nun  die  Vorstellung  fallen,  dass  die  z-  und 
Z- Ebenen  mit  einer  materiellen  Ebene  zusammenfallen,  so  bleibt 
doch  gültig,  dass  entsprechende,  unendlich  kleine  Theile  derselben 
einander  ähnlich  sind,  und  dass  positive  Umläufe  um  diese,  wenn 
sie  einfach  zusammenhängend  sind,  einander  entsprechen. 

Betrachten  wir  entsprechende,  endliche  Stücke  der  beiden  Ebenen, 
so  sind  diese  im  Allgemeinen  nicht  einander  ähnlich;  dieselben  sind 
aber  in  allen  ihren  kleinsten  Theilen  ähnlich;  sie  sind  durch  die  zwi- 
schen Z  und  z  angenommene  Beziehung,  wie  man  sagt,  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnlich  auf  einander  ahgehildet.  Den  Punkten  der  Grenze  des 
einen  Stückes  entsprechen  ausschliesslich  die  Punkte  der  Grenze  des 
andern;  einem  Punkte  im  Innern  des  einen  kann  nämlich  nicht  ein 
Punkt  in  der  Grenze  des  andern  entsprechen,  da  einem  unendlich 
kleinen  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  jener  ist,  ein  unendlich  kleiner 
Kreis,  dessen  Mittelpunkt  dieser  ist,  entsprechen  muss.  Ist  das  eine 
Stück  durch  eine  in  sich  zurückkehrende  Linie   vollständig  begrenzt, 
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d.  h.  ist  es  einfach  zusammenhängend,   so   muss   es  auch  das  andei 
sein.     Einem  positiven   Umlauf  um   das    eine   Stück    entspricht   ein 
positiver  Umlauf  um  das  andere. 

§4. 

Der  Voraussetzung,  dass  Z  und  z  einwerthige ,  stetige  Func- 
tionen von  einander  sind,  v«^ird  ohne  Beschränkung  ihrer  Gebiete 
genügt,  wenn  man  die  eine  einer  ganzen  linearen  Function  der  an- 
dern gleichsetzt. 

Lässt  man  die  X-Achse  mit  der  a;- Achse,  die  Z- Achse  mit 
der  y  -  Achse  zusammenfallen  und  sieht  man,  wie  wir  früher  es  thaten, 
X j  F  und  cc,  y  als  die  Coordinaten  desselben  materiellen  Punktes 
der  xy-Wo&nß  in  zwei  verschiedenen  Zuständen  dieser  an,  so  ent- 
spricht die  Gleichung 

Z' =  a  -\-  ib  -\-  z 

einer  Verschiebung  der  Ebene  um  a  parallel  der  a:- Achse  und  um 
h  parallel  der  «/-Achse;  die  Gleichung 

Z  =  (cos  a  -\-  i  sin  et)  z  , 
aus  der 

X  =  X  cos  a  —  y  sin  a 

V  =  X  %m  cc  -\-  y  cos  a 

folgt,  stellt  eine  Drehung  der  Ebene  um  den  Winkel  a  dar;  die 
Gleichung 

Z  =  mz  , 

wo  m  eine  positive  Constante  bedeutet,  eine  Ausdehnung  der  Ebene 
bei  der  alle  Linien  in  dem  Verhältniss  1  :  m  vergrössert  sind  und 
ihre  Richtungen  behalten  haben,  der  Punkt  2  =  0  an  seinem  Orte 
geblieben  ist.  In  allen  diesen  Fällen,  also  immer,  wenn  Z  eine  ganze 
lineare  Function  von  z  ist,  sind  auch  endliche  entsprechende  Gebiete 
dieser  beiden  Variabein  einander  ähnlich. 

Macht  man  Z  einer  gebrochenen  linearen  Function  von  z 
gleich,  also 

7  _  «  +  P^         ^ tt  —  yZ 

^  —  yj^Sz'       ^  ~         ß—dZ'  °^ 

WO  ß,  ß,  y,  8  complexe  Constanten  bedeuten,  so  sind  ebenfalls  Z 
und  z  durchaus  einwerthige  Functionen  von  einander;  aber  sie  sind 
nicht  überall  stetig;  wenn  y  -{-  8z  =  0,  ist  Z,  und  wenn  ß  —  8Z  =  0, 
ist  z  unendlich,  also  unstetig.  Um  die  Sätze  anwenden  zu  können, 
die  wir  unter  der  Voraussetzung  abgeleitet  haben,  dass  Z  und  z 
einwerthige  und  stetige  Functionen  von  einander  sind,  wollen  wir 
das  Gebiet  von  z  durch  zwei  geschlossene  Linien  begrenzen,  von  denen 
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die  eine  unendlich  klein  ist  und  den  Punkt  y  -\-  dz  =  0  umgiebt,  die 
andere  unendlich  gross  ist.  Das  Gebiet  von  Z  ist  dann  auch  durch 
eine  unendlich  kleine  und  eine  unendlich  grosse  geschlossene  Linie 
begrenzt,  von  denen  die  kleine  der  grossen  Grenzlinie  des  z  -  Gebietes 
und  umgekehrt  entspricht. 

Bei  der  durch  die  Gleichungen  8)  angegebenen  Beziehung 
zwischen  z  und  Z  entspricht  jeder  Kreislinie  in  der  z- Ebene  wie- 
derum eine  Kreislinie  in  der  Z- Ebene.  Um  diese  Behauptung  zu 
beweisen 7  führen  wir  zwei  neue  Variable,  z   und  Z',  ein,  indem  wir 

z  =  a-{-  hz  ,     Z  =  A-\-  BZ 

setzen  und  wählen  die  complexen  Constanten  a,  b,  J,  B  so,  dass 
die  Gleichungen  8)  ergeben 

z 

Um  die  Gleichungen  zu  finden,  denen  gemäss  zu  diesem  Zwecke 
«,  Z>,  A,  B  zw  bestimmen  sind,  brauchen  wir  nur  auszudrücken,  dass 
von  den  Grössen  z  und  Z'  die  eine  verschwindet,  wenn  die  andere 
unendlich  ist,  und  dass,  wenn  die  eine  =  1  wird,  die  andere  denselben 
Werth  erhält;  daraus  folgt 

ß  —  Ad  =  {) 

y  -\-  aö  =  0 

a-\-  aß=  Bl)8  . 

Diesen  Gleichungen  gemäss  lassen  sich  a,  h^  A,  B  immer  wählen, 
sobald  nur  nicht  8  =  0  ist.  Diesen  Fall  aber,  in  dem  Z  eine  ganze 
lineare  Function  von  z  ist,  können  wir  ausschliessen,  da  für  ihn  die 
zu  beweisende  Behauptung  im  Früheren  schon  bewiesen  ist.  Einer 
Kreislinie  in  der  5r'- Ebene  entspricht  aber  eine  Kreislinie  in  der 
Z'- Ebene;  denn,  ist 

z  =  x  4-  iy'  ,     Z'  =  X'  -\-  iV  , 
so  hat  man 

also 

und 


X-^-iF'  = 


x'  +  iy' 


X' 


X 

—  ly 

X 

*+/^' 

y 

^'«  + 1/'.* 

Y' 

besteht  zwischen  x   und  y'  die  Gleichung 

so  ergiebt  sich  hieraus  zwischen  X'  und  Y'  die  Gleichung 
a,  +  a.,X'  -  a,  Y'  +  a,  (^'^  +  J-'^)  =  0  ; 
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(1.  h.  einer  Kreislinie  in  der  z'- Ebene  entspricht  eine  Kreislinie  in 
der  Z' -Ebene.  Da  nun  nach  dem  Früheren  einer  Kreislinie  in  der 
z- Ebene  eine  Kreislinie  in  der  z'- Ebene  und  einer  Kreislinie  in  der 
Z'-Ebene  wieder' eine  Kreislinie  in  der  Z-Ebene  entspricht,  so  ent- 
spricht auch  jeder  Kreislinie  in  der  z- Ebene  eine  Kreislinie  in  der 
Z  -Ebene. 

In  den  Relationen  8),  welche  die  Beziehung  zwischen  z  und  Z 
feststellen,  kommen  3  von  einander  unabhängige,  complexe  Constan- 
ten vor,  nämlich  die  Verhältnisse  von  a  :  ß  :  y:  d ,  da  diese  4  Grössen 
mit  eine?'  Constanten  multiplicirt  werden  können,  ohne  dass  jene 
Beziehung  geändert  wird.  Diese  3  Constanten  können  aus  3  linearen 
Gleichungen  so  bestimmt  werden,  dass  3  beliebigen  Punkten  der 
z- Ebene,  a,  b,  c,  3  beliebige  Punkte  der  Z- Ebene,  A,  B,  C,  paar- 
weise entsprechen;  es  entsprechen  sich  dann  auch  die  Kreislinien, 
welche  durch  a,  b,  c  und  A,  B,  C  gelegt  werden  können.  Wir 
wollen  die  Kreisflächen,  welche  durch  diese  Kreislinien  begrenzt  sind, 
f  und  F  nennen.  Dieselben  entsprechen  sich,  falls  in  f  nicht  der 
Punkt  y  -\-  dz  =  0  liegt;  dann  ist  nämlich  /"  ein  einfach  zusammen- 
hängender Theil  des  Gebietes  von  z,  und  diesem  muss  ein  einfach  zu- 
sammenhängender Theil  des  Gebietes  von  Z  entsprechen.  Liegt  aber 
der  Punkt  y  -\-  dz  =  0  innerhalb  der  Fläche  /",  so  entsprechen  sich 
/■  und  F  nicht,  sondern  jede  dieser  Flächen  entspricht  der  Ergän- 
zungsfläche der  andern,  wenn  wir  als  Ergänzungsfläche  von  /  den 
Theil  des  Gebietes  von  z  bezeichnen,  der  nach  Ausschluss  von  f 
übrig  bleibt;  man  muss  dann  nämlich  aus  der  Fläche  f  einen  un- 
endlich kleinen  Theil,  der  den  Punkt  y  -\-  dz  =  ^  enthält,  ausschlies- 
sen,  um  aus  ihr  einen  Theil  des  Gebietes  von  z  zu  bilden ;  die  Grenze 
dieses  unendlich  kleinen  Theiles  entspricht  aber  einer  unendlich 
grossen  geschlossenen  Linie  in  der  Z- Ebene.  Es  ist  ersichtlich, 
dass  diese  Schlüsse  auch  gelten,  wenn  f  und  F  zwei  irgend  wie  ge- 
staltete, einfach  zusammenhängende  Theile  der  z-  und  Z- Ebene 
sind,  deren  Grenzlinien  einander  entsprechen.  Ob  diese  Flächen  sich 
selbst  oder  ihren  Ergänzungsflächen  entsprechen,  entscheidet  man  am 
leichtesten  mit  Hülfe  der  folgenden  Betrachtung.  In  dem  Falle,  dass 
der  Punkt  y  -\-  dz  =  ^  innerhalb  f  liegt,  verwandle  man  durch 
einen  Querschnitt  die  doppelt  zusammenhängende  Fläche,  welche  f 
nach  Ausschluss  eines  unendlich  kleinen,  den  Punkt  y  -\-  dz  -^^ 
enthaltenden  Theiles  bildet,  in  eine  einfach  zusammenhängende,  und 
lege  den  entsprechenden  Querschnitt  in  der  Ergänzungsfläche  von  F. 
Erinnert  man  sich  nun  an  den  Satz,  dass,  wenn  z  und  Z  einwerthige 
stetige  Functionen  von  einander  sind,  entsprechende  Umläufe  um 
entsprechende,  einfach  zusammenhängende  Flächen  von  gleichem 
Vorzeichen  sind,  und  nennt  a,  A,  b,  B ,  c,  C  entsprechende  Punkte 
der  Grenzlinien  von  /  und  F,  so  sieht  man  ein,    dass   diese  Flächen 
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selbst  sich  entsprechen,  wenn  ahca  und  ABCA  Umläufe  um  sie 
von  gleichem  Vorzeichen  sind,  und  dass  im  entgegengesetzten  Falle 
die  Flächen  f  und  F  ihren  Ergänzungsflächen  entsprechen. 

Die  Kreislinien,  die  durch  zwei  Punkte  a,  h  der  z- Ebene  gehen, 
entsprechen  in  der  Z- Ebene  Kreislinien,  welche  durch  die  entspre- 
chenden Punkte  A,  B  gehen  und  unter  denselben  Winkeln  sich 
schneiden^  da  die  eine  Ebene  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf 
der  andern  abgebildet  wird.  Rückt  der  Punkt  B  in  die  Unendlich- 
keit, so  werden  die  durch  A  gehenden  Kreise  zu  geraden  Linien. 
Wir  wollen  eine  Fläche,  die  durch  zwei  Kreisbögen  begrenzt  ist, 
eine  Sichel  nennen  und  die  Fläche,  in  welche  eine  Sichel  übergeht, 
wenn  die  eine  ihrer  beiden  Spitzen  in  die  Unendlichkeit  rückt,  einen 
Keil.  Die  Gleichungen  8)  erlauben  hiernach  eine  beliebige  Sichel  in 
der  z- Ebene  auf  einer  behebigen  Sichel  von  gleichem  Winkel  in  der 
Z- Ebene  so  abzubilden,  dass  den  Spitzen  jener  a,  b  die  Spitzen 
dieser  A,  B  und  ausserdem  zwei  beliebig  gewählte  Punkte  der  Um- 
fange, c  und  C,  sich  entsprechen,  vorausgesetzt,  dass  die  Punkte  c 
und  C  so  gewählt  sind,  dass  die  Umläufe  um  die  Sicheln  ahca  und 
ABCA  von  gleichem  Vorzeichen  sind.  Ein  specieller  Fall  dieser 
Abbildung  ist  die  Abbildung  einer  Sichel  auf  einem  Keile  von  glei- 
chem Winkel. 


Wir  haben  im  vorigen  §  angenommen,  dass  Z  und  z  unbe- 
schränkt einwerthige  Functionen  von  einander  sind;  wir  wollen 
nun  annehmen,  dass  zwischen  diesen  beiden  Variabein  eine  Bezie- 
hung festgesetzt  sei,  in  Folge  deren  Z  und  z  im  Allgemeinen  mehr- 
werthige  stetige  Functionen  von  einander  sind.  Es  werden  diese 
sich  aber  wie  einwerthige  verhalten,  d.  h.  jedem  Punkte  des  Ge- 
bietes von  z  wird  ei7i  Punkt  des  Gebietes  von  Z  und  umgekehrt 
entsprechen,  wenn  diese  beiden  Gebiete  passend  eingeschränkt  sind. 

Es  sei  Zq  ein  Werth  von  z  oder,  wie  wir  auch  sagen  wollen, 
ein  Punkt  der  z -Ebene.  Gehören  zu  diesem  mehrere  Werthe  von  Z 
oder  mehrere  Punkte  der  Z- Ebene,  so  wählen  wir  von  diesen  einen, 
Z„,  aus.  Den  Punkten  in  der  Nähe  von  z,»  ordnen  wir  Punkte  in 
der  Nähe  von  Z^  zu.  Einem  hinreichend  kleinen  Gebiete  von  z, 
das  den  Punkt  Zq  enthält,  entspricht  dann  ein  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnliches  Gebiet  von  Z,  das  den  Punkt  Z^  enthält,  gerade 
so,  als  ob  wir  es  mit  unbeschränkt  einwerthigen  Functionen  zu  thun 
hätten ;  das  Verhältniss  entsprechender,  unendlich  kleiner  Dimensionen 

ist  überall   durch   den   Modul  von  -7-  bestimmt.     Nun  erweitern  wir 

dz 

allmählig  die  Grenzen  der  beiden  Gebiete,  indem  wir  unendlich  kleine 

Theile  der  z- Ebene  auf  der  Z- Ebene,   oder  umgekehrt,  ähnlich  und 

Kirchhofe,  Mechanik.  19 
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in  dem  durch  den  genannten  Modul  bestimmten  Verhältnisse  ab- 
bilden.    Wir  vermeiden  dabei  die  Punkte,   in  denen  -7-    Null    oder 

'  dz 

unendlich  ist,  und  in  denen  daher  auch  dieses  Verhältniss  Null  oder 
unendlich  sein  würde.  Es  kann  eintreten,  dass,  während  das  Gebiet 
von  z  durch  eine  in  sich  zurückkehrende,  sich  nicht  schneidende 
Linie  begrenzt  ist,  die  dieser  entsprechende  Linie  der  Z- Ebene  sich 
selbst  schneidet;  es  fallen  dann  zwei  Theile  des  Gebietes  von  Z  über- 
einander und  z  hat  aufgehört  eine  einwerthige  Function  von  Z  zu 
sein;  so  lange  der  genannte  Fall  nicht  eingetreten  ist,  ist  z  eine 
einwerthige  Function  von  Z.  Wir  ziehen  hieraus  den  folgenden 
Schluss : 

Wenn  das  Gebiet  von  z  keinen  Punkt  enthält,  für  den  -r-  Null 

dz 

oder  unendlich  ist,  wenn  es  begrenzt  ist,  durch  eine  geschlossene, 
sich  nicht  schneidende  Linie  und  die  dieser  entsprechende  Linie  der 
Z- Ebene  sich  nicht  schneidet,  so  begrenzt  diese  Linie  ein  Gebiet 
von  Z,  dessen  Punkte  eindeutig  den  Punkten  des  Gebietes  von  z 
entsprechen ;  es  sind  dann  Z  und  z  in  den  genannten  Gebieten  einwer- 
thige Functionen  von  einander.  Die  Grenzen  des  Gebietes  von  z  können 

dabei  Punkten,  in  denen  - /■  Null  oder  unendlich  ist,  unendlich  nahe 

'  dz  '        ♦ 

gerückt  sein;  in  dem  hierdurch  bestimmten  Sinne  kann  man  sagen, 
dass  solche  Punkte  in  der  Grenzlinie  des  Gebietes  liegen  können. 

Wir  führen  einige  hierher  gehörige  Abbildungen  an,  von  denen 
wir  Gebrauch  zu  machen  haben  werden. 
Zuerst  nehmen  wir 

Z  =  z"  ■  9) 

an,  wo  n  eine  reelle  Constante  bedeutet.     Setzen  wir 
X  =  B  cos  ö  X  =  r  cos  Q' 

Y  =  R  sm  0  y  ==  r  sin  0-  , 

so  folgt  aus  dieser  Gleichung 

B  =  r"  $  =  j)d-  . 

Einem  Kreise  r  =  const.  entspricht  ein  Kreis  R  =  const.,  einer  Gera- 
den '9'  =  const.  eine  Gerade  ö  =  const.  Denken  wir  uns  das  2: -Ge- 
biet durch  2  Kreise  r  =  const.  und  2  Gerade  -9'  =  const.  begrenzt, 
so  sind  die  Grenzen  des  Z- Gebietes  2  Kreise  B  =  const.  und  2  Ge- 
rade ö  =  const.  Von  den  Kreisen  können  die  kleineren  unendlich 
klein,  die  grösseren  unendlich  gross  gewählt  werden;  die  beiden  Ge- 
biete werden  dann  2  Keile  von  ungleichen  AVinkeln.  Sind  diese 
Winkel  «  und  ^,  so  ist 

J  =  tra  : 
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es  entsprechen  sich  z  und  Z  eindeutig,  wenn  keiner  der  Winkel  a 
und  ^  grösser  als  27t  ist.     Da 

dZ  „    1 

dz 

SO  ist  -r;-  für  z  =  0  Null  oder  unendlich,  je  nachdem  ji  grösser  oder 
kleiner  als  1  ist. 

Nun  wollen  wir  ableiten,  wie  eine  Sichel  auf  einer  anderen  von 
verschiedenem  Winkel  so  abgebildet  werden  kann,  dass  die  Spitzen 
derselben  einander  entsprechen  und  zwei  beliebig  gewählte  Punkte 
ihrer  Umfange.  Dabei  ist  vorausgesetzt  (und  in  ähnlichen  Fällen 
werden  wir  stillschweigend  voraussetzen),  dass  die  Punkte  der  Um- 
fange, die  einander  entsprechen  sollen,  so  gewählt  sind,  dass  entspre- 
chende Umläufe  um  die  in  Rede  stehenden  Flächen  von  gleichem 
Vorzeichen  sind.  Während  zwischen  z  und  Z  die  Gleichung  9)  be- 
steht, setzen  wir 

'  =  ^'r=J,     und     Z^Ä-f^l-  10) 

Dadurch  werden  die  beiden  Keile,  welche  die  Gebiete  von  z  und  Z 
wieder  bilden  sollen,  resp.  auf  zwei  Sicheln  von  den  Winkeln  cc  und 
yJ  in  den  Ebenen  der  z'  und  Z'  abgebildet,  deren  Spitzen  die  Punkte 
z  =  c^,  z'  =  c.y ,  Z'  =  C^,  Z'  =  C.y  sind.  Die  complexen  Constanteu 
/.■  und  K  können  so  gewählt  sein,  dass  zwei  entsprechende,  sonst  be- 
liebige Punkte  der  Keilumfänge  zwei  beliebig  angenommenen  Punk- 
ten der  Sichelumfänge  entsprechen.  Eliminirt  man  aus  den  Glei- 
chungen 9)  und  10)  z  und  Z  und  setzt 


i;iH   man 

^1 


hierdurch   sind   die  beiden   Sicheln   auf  einander  abgebildet  so,   dass 
die    Spitzen    einander    entsprechen    und    die  Punkte,    die    auf  ihren 

Umfangen    beliebig    angenommen   waren.      An    den  Spitzen    ist   ~, 

Null  oder  unendlich,  je  nachdem  A  grösser  oder  kleiner  als  a  ist. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  zwei  Sicheln  von  verschiedenem 
Winkel  so  auf  einander  abgebildet  werden  können,  dass  3  beliebigen 
Punkten  des  Umfangs  der  einen  3  beliebige  Punkte  des  Umfangs 
der  andern  entsprechen.  Wir  wollen  annehmen,  dass  die  Sichel  in 
der  Z'- Ebene,  auf  die  sich  die  Gleichung  11)  bezieht,  ein  voller 
Kreis,  also 

19* 
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ist;  irgend  2  Punkte  des  Umfanges  können  als  ihre  Spitzen  ange- 
sehen werden.  Lassen  wir  dann  noch  bei  den  Zeichen  z  und  Z'  die 
Striche  fort,  so  erhalten  wir 

i^fcg=(fE|;/-  12) 

Bestimmt  man  die  Constanten  N ,  C^ ,  C^  in  dieser  Gleichung  so, 
dass  drei  beliebige  Punkte  des  Umfanges  der  Sichel  in  der  z- Ebene 
dreien  in  der  Z- Ebene  angenommenen  Punkten  entsprechen,  so  ist 
durch  dieselbe  jene  Sichel  auf  der  Fläche  des  Kreises  abgebildet, 
dessen  Umfang  durch  diese  3  Punkte  geht.  Wir  führen  nun  wieder 
eine  neue  Variable  z'  ein  und  denken  uns  in  der  ?'- Ebene  eine 
Sichel,  deren  Spitzen  die  Punkte  z'  =  c^  und  z  =  c./  sind,  und 
deren  Winkel  a   ist;  wir  setzen  dann 


^  —  c: 


=(^)^  ■    1^) 


und  bestimmen  die  Constanten  iV',  C/,  C^  so,  dass  drei  beliebige 
Punkte  des  Umfanges  dieser  Sichel  denjenigen  Punkten  der  Z-Ebene 
entsprechen,  die  bereits  bei  der  Betrachtung  der  Sichel  in  der  z- Ebene 
angenommen  sind.  Die  beiden  Sicheln  sind  dann  auf  denselben  Kreis, 
also  auch  auf  einander  abgebildet,  und  zwar  so,  dass  die  3  Punkte, 
die  auf  dem  Umfange  der  einen  willkührlich  angenommen  sind,  den  3 
Punkten  entsprechen,  die  auf  dem  Umfange  der  andern  willkührlich 
gewählt  sind.  Die  Gleichung  zwischen  z  und  z ,  welche  dieses  leistet, 
erhält  man,  wenn  man  Z  aus  12)  und  13)  eliminirt;  durch  dieselbe 
wird  eine  der  beiden  Grössen 

'  i^^.   iiE$f  14) 

als  eine  gebrochene  lineare  Function  der  andern  ausgedrückt;  die  3 
Constanten,  welche  in  dieser  Function  vorkommen,  finden  ihre  Be- 
stimmung durch  die  3  Paare  von  Punkten,  welche  einander  ent- 
sprechen sollen. 

Wir  werden  den  Fall  zu  betrachten  haben,  dass  die  eine  von  den 
beiden  Sicheln  in  einen  durch  zwei  parallele  Gerade  begrenzten  Strei- 
fen übergegangen  ist,  und  wollen  daher  diesen  Fall  noch  erörtern. 
Wir  wollen  annehmen,  dass 

—  c^  =  0^  =  m  (cos  y  -\-  i  sin  y) 

ist;  dabei  bezeichnet  dann  m  den  halben  Abstand  der  Spitzen  der  in  der 
r- Ebene  gedachten  Sichel,  y  einen  Winkel,  welchen  die  Verbindungs- 
linie der  Spitzen  mit  der  x- Achse  bildet.     Es  seien  ferner  die  Längen 


§  5      Abbildung  einer  Sichel  auf  einem  Streifen. 
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der   beiden,    die   Sichel  begrenzenden  Kreisbögen,    in  Theilen   ihrer 
Eadien  ausgedrückt,  2w  und  2v,  so  dass 


Fig.  7. 


ist;  endlich  sei  b  die  Breite  der  Sichel, 
d.  h.  der  Abstand  der  Schnittpunkte 
ihres  Umfangs  mit  der  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  der  Kreise,  deren 
Theile  die  Sichel  begrenzen.  Es  er- 
giebt  sich  dann  durch  sehr  einfache 
geometrische  Betrachtungen 


*  =  ^^^  (tg  I  -  tg  I)  • 


15) 


Die  Sichel  verwandelt  sich  in  einen  Streifen  der  bezeichneten  Art, 
wenn  man  m  unendlich  gross,  v  und  ti,  mithin  auch  a,  unendlich 
klein  werden  lässt-,  die  Breite,  b,  des  Streifens  ergiebt  sich  dann 
aus  15) 

und  y  ist  ein  Winkel,  den  die  Längsrichtung  des  Streifens  mit  der 
a;- Achse  bildet.  Bezeichnet  man  noch  den  gemeinschaftlichen, 
unendlich  grossen  Werth  von  —  Cj  und  c^  durch  c,  so  echält 
man  für 

n 
(z  —  cAa 

welcher  Ausdruck  sich  von  dem  ersten  der  in  14)  angegebenen  Aus- 

drücken  durch  einen  constanten  Factor,  nämlich  den  Factor  ( —  1)« 
unterscheidet. 


(,t-^)"  =  (l  +  2  =.)" 

\  '        JE   ßC  / 


liässt  man  nun  a  verschwinden,  während  ac  einen  constanten  Werth 
behält,  so  folgt  hieraus,  wie  die  Entwickelung  nach  dem  binomischen 
Lehrsatz  zeigt, 

e  "" 


(-4" 


(cos  y  —  i  »in  y) 


16) 


Zweiundzwanzigste  Vorlesung. 

(Flüssigkeitsstrahlen.  Strahl,  der  aus  einem  Gefässe  von  gewisser  Gestalt 
austritt.  Strahl,  der  eine  ebene  Wand  trifft.  Ebene  Wand  in  einem  Strome 
von  unendlicher  Breite.    Druck,  den  diese  Wand  erleidet.) 

§   1. 
Bei   einer  stationären   Bewegung   einer  incompressibeln  Flüssig- 
keit, bei  der  ein   Geschwindigkeitspotential,  q),   existirt  und  äussere 
Kräfte    nicht  wirken,  ist  der   Gleichung  20)  der  fünfzehnten  Vorle- 
sung zufolge 

wo  p  den  Druck,  C  eine  Constante  bezeichnet  und  die  Dichtigkeit 
der  Flüssigkeit  =  1  gesetzt  ist.  Es  nimmt  hiernach  der  Druck  ab, 
wenn  die  Geschwindigkeit  wächst,  und  es  müsste  jener  —  oo  werden, 
wenn  diese  oo  wird.  Erfahrungsmässig  kann  der  Druck  in  einer 
Flüssigkeit  aber  nicht  unter  einen  gewissen  negativen  Werth  sinken, 
ohne  dass  die  Flüssigkeit  zerreisst  und  dadurch  eine  gewisse  Dis- 
continuität  der  Bewegunoj  hervorgebracht  wird.  Hierauf  beruht  es, 
dass  Wasser  z.  B.  einen  Strahl  bildet,  wenn  es  aus  der  Oeffnung 
eines  Gefässes  in  ruhendes  Wasser  fliesst.  Wir  haben  bisher  ange- 
nommen, dass  die  Geschwindigkeit  überall  stetig  mit  dem  Orte  sich 
ändert;  wir  wollen  nun  diese  Voraussetzung  aufgeben  und  es  als 
möglich  ansehn,  dass  in  Flächen  Flüssigkeitstheilchen  an  einander 
grenzen,  die  verschiedene  Geschwindigkeiten  besitzen ,  dafür  aber  die 
Bedingung  stellen,  dass  der  Druck  nicht  unter  einen  gewissen  Werth 
sinkt.  Diese  Bedingung  ist  gleichbedeutend  mit  der,  dass  die  Geschwin- 
digkeit einen  gewissen,  von  jener  Constanten  C  abhängigen  Werth 
nicht  übersteigt.  Eine  Fläche,  an  der  die  Geschwindigkeit  sprung- 
weise sich  ändert,  verhält  sich  wie  die  Trennungsfläche  zweier  ver- 
schiedenen Flüssigkeiten ;  auf  beiden  Seiten  derselben  muss  der  Druck 
und  muss  die  Componente  der  Geschwindigkeit  nach  der  Normale 
denselben  Werth  haben.  Wir  werden  uns  auf  die  Betrachtung  des 
Falles  beschränken,  dass  wir  nur  ein  Gebiet  bewegter  Flüssigkeit 
haben,  welches  an  ruhende  Flüssigkeit  grenzt.  Die  Fläche,  in  der 
das  geschieht,    muss  hiernach  aus  Stromlinien  gebildet  sein,  und  die 
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Geschwindigkeit  in  ihr  überall  denselben  Werth  haben.  Diesen  Werth 
wollen  wir  =  1  setzen.  Wir  werden  ferner  annehmen,  dass  das  Ge- 
schwindigkeitspotential (p  nur  von  den  beiden  Coordinaten  x  und  // 
abhängt,  werden 

setzen  und  suchen  w  so  als  Function  von  z  zu  bestimmen,  dass  den 
eben  ausgesproch(!nen  Bedingungen  genügt  wird.  Dabei  werden  wir 
zu  benutzen  haben,  dass 

ip  =  const. 

die  Gleichung  der  Stromlinien  ist.  Für  die  Geschwindigkeit  leiten 
wir  einen  Ausdruck  durch  die  folgende  Betrachtung  ab.     Es  ist 

dw dfp  _■_   •  dil> 

dz        dx  ^~      dx 

i^ 

drj' 


dq) 

dx 

ilsü 

dz  _ 
dw 

l 

V' 

Nun 

setzen 

wir 

dz 
dw 

=  i  = 

=  1  +  in  =  5 

^   1    ^-  £qp 
dx  "'       dy 


^j 


»s  ^  -f-  i  sin  -ö-)  3) 

und  betrachten  ^  und  ri  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  in  einer  Ebene,  die  wir  die  ^-Ebene  nennen  werden;  die 
|- Achse  soll  dabei  parallel  der  rc- Achse,  die  ?^- Achse  parallel  der 
y- Achse  gewählt  sein.  Die  Vergleichung  der  Gleichungen  2)  und  3) 
zeigt  dann,  dass,  wenn  man  von  dem  Punkte  t  =  0  nach  dem  Punkte  t, 
eine  gerade  Linie  zieht,  die  Länge  dieser,  also  q,  das  Reciproke  der 
Geschwindigkeit  und  ihre  Richtung  die  Richtung  der  Bewegung  in 
dem  Punkte  z  ist. 

Die  Grenzen  des  von  der  betrachteten  bewegten  Flüssigkeit  erfüll- 
ten Raumes  oder,  wie  wir  statt  dessen  sagen  wollen,  die  Grenzen 
des  Gebietes  von  z  setzen  sich  aus  drei  verschiedenartigen  Theilen 
zusammen.  Einen  Theil  bilden  Linien,  durch  welche  die  Flüssig- 
keit ein-  und  ausströmt;  einen  zweiten  feste  Wände;  für  diese  ist 
^  =  const. ;  den  dritten  endlich  machen  die  Flächen  aus,  in  denen 
die  bewegte  Flüssigkeit  mit  der  ruhenden  in  Berührung  ist ;  wir  wollen 
sie  die  freien  Grenzen  jener  nennen;  für  sie  ist  ebenfalls  i\)  =  const., 
ausserdem  aber  ^  =  1 . 

Um  Flüssigkeitsbewegungen  der  in  Rede  stehenden  Art  zu  finden, 
sehen  wir  auch  qy  und  ^  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  in   einer  Ebene,   die   wir  die  t6'- Ebene  nennen  wollen,  an, 
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machen  über  die  Gebiete  von  iv  und  t,  geeignete  Annahmen,  suchen 
die  Relation  zwischen  w  und  ^,  durch  welche  diese  beiden  Gebiete 
in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  auf  einander  abgebildet  werden, 
und  berechnen  z  aus  dieser  mit  Hülfe  von  3).  Das  Gebiet  von  z, 
welches  den  Gebieten  von  w  und  t,  entspricht,  bestimmt  den  von  der 
bewegten  Flüssigkeit  erfüllten  Raum. 

§2. 

Als    Gebiet    von  w  wollen   wir  nun   einen   Streifen    annehmen, 
dessen  Grenzen  die  Gleichungen 

t=to  +  ^     9)  =  +  oc 

haben ,  wo  t,^  und  b  zwei  Constanten  bedeuten ;  als  Gebiet  von  t, 
eine  Sichel,  bei  welcher  der  eine  begrenzende  Kreisbogen  die  Glei- 
chung 

hat  und  für  deren  Inneres  überall  q  y  1  ist.  Nach  den  im  §  5.  der 
vorigen  Vorlesung  gemachten  Auseinandersetzungen  können  wir  die 
Gleichung  zwischen  w  und  g  aufstellen,  durch  welche  das  eine  dieser 
Gebiete  auf  dem  andern  abgebildet  wird;  dieselbe  bestimmt  w  und  ^ 
als  einwerthige  Functionen  von  einander  innerhalb  dieser  Gebiete. 
Dabei  können  drei  Punkte  des  Umfanges  des  einen  dreien  Punkten 
des  Umfanges  des  andern  willkührlich  zugeordnet  werden.  Wir 
setzen  fest,  dass 

^  ==  g,     für     (p  =  —  oü 

t  =  ^2    für    g>  =  +  oo 

sei,  und  nehmen  den  Punkt  g.,  ^-uf  dem  Kreisbogen  q  ==  l,  den 
Punkt  ^^  auf  dem  andern  Kreisbogen  der  Grenze  des  ^-Gebietes  an. 
Ohne  über  das  dritte  Paar  sich  entsprechender  Punkte  eine  Bestim- 
mung zu  treffen  und  ohne  auf  die  Gleichung  zwischen  w  und  ^  näher 
einzugehn,  lässt  sich  dann  schon  der  Charakter  des  Gebietes  von  z 
und  der  Charakter  der  den  gemachten  Annahmen  entsprechenden 
Flüssigkeitsbewegung  im  Allgemeinen  angeben. 
Aus  der  Gleichunsr 


-ß 


dw 


die  aus  3)  folgt,  ergiebt  sich  zunächst,  dass  das  Gebiet  von  z  sich 
in  die  Unendlichkeit  erstreckt,  da  das  Gebiet  von  w  diese  Eigenschaft 
hat  und  ^nirgends  verschwindet.  Es  sei  z^  ein  Punkt  der  ir- Ebene, 
für  den  fp  ==  —  oo  ist,  und  z^  ein  Punkt,  für  den  9?  =  -j-  oo  ist,  so 
dass  die  Punkte  z^  und  z^  den  Punkten  t,^  und  %^  entsprechen.     Die 


§  2.     Strahl,  der  aus  einer  Oeffnung  austritt. 
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von  dem  Punkte  ^==0  nach  t,^  und  ^^  gezogenen,  geraden  Linien 
wollen  wir  der  Grösse  und  Richtung  nach  duich  Q^  und  Q2  bezeich- 
nen ,  wobei  dann  die  Grösse  von  q.,  =  1  ist ;  in  2:  und  in  endlicher 
Entfernung  davon  ist  dann  die  Richtung  der  Bewegung  die  von  Q^, 

die  Geschwindigkeit  =  - :  in  z.,  und  in  endlicher  Entfernung  davon 

ist  die  Richtung  der  Bewegung  die  von  ^2?  ^i^  Geschwindigkeit  ==  1 . 
Ueberall  ist  das  Gebiet  von  z  eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche 
Abbildung  des  Gebietes  von  w,  bei  der  alle  Längen  im  Verhältniss 
von  1  :  Q  vergrÖssert  sind;  bei  z^  ist  daher  das  Gebiet  von  z  dem 
von  w  congruent  und  b  die  Breite  des  Stromes,  bei  z^  ist  diese  Breite 
Q^b.  Bei  c,  müssen  die  Grenzen  des  Stromes  feste  Wände,  bei  ^3 
können  sie  freie  Grenzen  sein.  Freie  Grenzen  können  überhaupt  die 
Theile  der  Grenze  des  Gebietes  von  z  sein^  welche  den  Theilen  der 
Grenze  des  Gebietes  von  ^  entsprechen,  für  welche  ()  =  1  ist,  wäh- 
rend die  Theile  der  Grenze  des  Gebietes  von  z  feste  Wände  sein 
müssen,  w^elche  den  Theilen  des  zweiten  Kreisbogens  in  der  Grenze 
des  g- Gebietes  entsprechen.  Es  seien  ^.j  und  ^^  die  Spitzen  der 
Sichel,  welche  das  ^-Gebiet  bildet,  Z3  und  z,  die  entsprechenden 
Punkte  im  z- Gebiete;  jeder  dieser  beiden  Punkte  bildet  das  Ende 
einer  festen  Wand  und  den  Anfang  einer  freien  Grenze.  Figur  8 
soll  die  in  Rede  stehenden  Gebiete  von  t,  und  z  zur  Anschauung 
bringen;  die  stärkeren  Linien  in  dem  letzteren  sollen  die  festen 
Wände,  die  schwächeren  die  freien  Grenzen  darstellen;  diese  geben 
die  Gestalt  des  Slrahles  an,  der  aus  einem  Gefasse  austritt,  dessen 
Gestalt  durch  jene  bestimmt  ist. 


■Fig.  8. 


Wir  machen  auf  eine  Eigen thümlichkeit  noch  aufmerksam,  die  die 
Punkte  z..  und  z,  darbieten.  In  ihnen  haben  die  durch  sie  gezogenen 
Stromlinien  bestimmte  Tangenten ;   es   sind  diese  parallel  den  Linien 
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Q-^  und  Q^  in  der  ^- Ebene.  Es  sind  aber  2:3  und  z^  WcJidungspunklc, 
und  zwar  die  einzigen,  welche  die  genannten  Stromlinien  besitzen, 
wie  daraus  hervorgeht,  dass  überall  die  Tangente  mit  der  dem  be- 
trachteten Punkte  entsprechenden  Linie  q  parallel  ist.  Wir  wollen 
den  Krümmungsradius  in  Zg  oder  z^  aufsuchen.  Es  sei  dl  ein  Ele- 
ment einer  Stromlinie  und  d(p  die  Aenderung,  die  das  Geschwindig- 
keitspotential auf  demselben  erleidet;  da  —  die  Geschwindigkeit  ist,  so 
ist  dann 


do)        1        i 
-^  =  —     oder 
dl        Q 


dl  =  Q  d(p 


Gebrauchen  wir  wieder  das  durch  die  Gleichung  3)  definirte  Zeichen 
i>,  so  erhalten  wir  hiernach  für  den  Krümmungsradius  von  dl  den 
Ausdruck 


Q  dcp 
d»~ 


oder,   da  für  jede   Stromlinie   1/;  constant  ist  und  daher  div  für  dq) 
gesetzt  werden  kann,  den  Ausdruck 


Q  dw 
~d» 


4) 


Hier  führen  wir   dt,  an  Stelle  von  d&  ein;   wir  haben  in  Folge  der 
Gleichung  3) 

also 

dt  dg 


-i-id^  . 


5) 


Gehört  nun,  wie  wir  zunächst  annehmen  wollen,  dl  der  freien  Grenze 
des  Strahles  an,  so  ist  ^  =  1,  also  rf()  =  0,  mithin 

und  daher  der  in  4)  gegebene  Ausdruck  des  Krümmungsradius 

dw 


=  n 


dt 


Itückt  der  Punkt  z  einem  der  Punkte  z.^,  z^,  also  der  Punkt  g  einem 

der  Punkte  ^3,  t,^  unendlich  nahe,  so  wird  -^    unendlich    klein,     da 

der  Winkel  an  den  Spitzen  der  Sichel,  welche  das  5- Gebiet  bildet, 
kleiner  als  n  ist  und  die  einander  entsprechenden  Theile  der  Gebiete 
von  t,  und  w,  für  welche  t,  unendlich  wenig  von  ^3  oder  ^4  abweicht, 
als  Theile  von  Keilen  betrachtet  werden  dürfen,  die  auf  einander 
abgebildet  sind  durch  die  Relation,  die  zwischen  t,  und  tv  besteht. 
Daraus  folgt,  dass  die  betrachteten  Krümmungsradien  unendlich 
klein  sind. 


§  3.     Oeftüung  in  ebener  Wand. 
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Gehört  dl  einer  der  festen  Wände  an,  so  ist  nicht  dg  =  0;  durch 
1  )ifterentiation  der  Gleichung  zwischen  q  und  %■,  welche  den  zweiten 
der  Kreisbögen  darstellt,  die  das  Gebiet  von  2;  begrenzen,  erhält  man 
aber  dann  eine  Gleichung  zwischen  dg  und  dd-,  aus  der  in  Verbin- 
dung mit  der  Gleichung  b)  d%'  durch  di,  ausgedrückt  werden  kann 
—  es  sei  denn,  dass  der  zweite  Kreisbogen  in  eine  gerade  Linie  über- 
gegangen ist,*  in  welchem  Falle  seine  Gleichung  -O- =  const,  d.  h. 
^^-O-  =  0  ist.    Im  Allgemeinen  erhält  man  daher  auch  hier  aus  4)  für 

den  Krümmungsradius  einen  Ausdruck,  der  ^~     als    Factor    enthält, 

und  also  verschwindet,  wenn  der  Punkt  z  in  den  Punkt  z.^  oder  z^ 
rückt.  In  dem  genannten  Ausnahmsfalle  aber  ist  der  Krümmungs- 
radius an  der  festen  Wand  unendlich  und  springt  von  Unendlich  zu 
Null,  wenn  der  Punkt  z  durch  z.^  oder  z^  hindurchgeht. 


§  3. 
Die  Rechnung,  die  wir  im  vorigen  §  bezeichnet  haben,  wollen 
wir  nun  in  einem  speciellen  Falle  durchführen.  Von  den  beiden 
Kreisbögen,  welche  das  Gebiet  von  t,  begrenzen,  sei  der  eine,  der- 
jenige, für  welchen  q  =  1  ist,  ein  Halbkreis,  der  andere  habe  einen 
unendlich  grossen  Radius;  der  Punkt  ^^  halbire  den  Halbkreis  und 
der  Punkt  ^,  liege  in  der  Unendlichkeit  auf  der  von  dem  Punkte 
^  =^  0  durch  ^,  gezogenen  Geraden.  Fig.  9  soll  für  diesen  Fall  die 
Gebiete  von  i,  und  z  darstellen;  in  ihr  sind  ausser  den  Grenzen 
dieser  Gebiete  die  Achsen  der  |,  ri  und  x,  y,  die  wir  einführen 
wollen,  angegeben. 

Fig.  9. 


^ 


•X 


Nehmen  wir  als  die  Grenzen  des  Streifens,  der  das  Gebiet  von  iv 
»ildet,  die  Linien 

^  =  0     und     tl)  =  71 


21)() 


Zweimidzwaii/.igste  Vorlesunj^. 


an,  so  haben  wir  zunächst  nach  der  bei  den  Ausdrücken  14)  der 
vorigen  Vorlesung  angegebenen  Regel  und  der  Gleichung  16)  der- 
selben Vorlesung 

n-lY_  ^en-C 


ZU  setzen.  Zur  Bestimmung  der  drei  Constanten  C,  C'j^nd  K  haben 
wir  nach  den  bereits  gemachten  Pestsetzungen  die  beiden  Bedin- 
gungen, dass 

für  ^  =  —  ?oo     cp  =  —  oo 
für  ^  =  —  i  (p  =  -\-  oc 

ist;  wir  fügen  diesen  willkührlich  die  dritte  hinzu,  däss 

für  ^  =  1         ^^;  =  0 

sei.    Daraus  ergiebt  sich 

Jjr=  ~  ]  ,     C=l  ,     6"  =  —  1  , 
also 

1  —  e'» 

Hieraus  ist  ^  zu  bestimmen;  man  erhält  dafür  die  quadratische  Glei- 
chung 

d.h.  $2  _  2^e-'--f-  1  =  0, 

woraus  folgt 


m 


=  0, 


t 


+  /e^^'"—  1 


7) 


Das  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  ist  für  einen  Werth  von  w  durch 
die  Festsetzung,  die  wir  getroffen  haben,  bestimmt,  dass  ^  unendlicli 
(und  nicht  Null)  werde  für  9  ==  —  00;  damit  ist  dasselbe  für  das 
ganze  Gebiet  von  w  bestimmt,  da,  wie  wir  wissen,  für  dieses  Gebiet 
g  eine  einwerthige  Function  von  lo  ist.     Nach  3)  ist  nun 


■■  I  (e-  «'  -]-  ^e-^"'  —  1)  dw  , 


wo  die  untere  Grenze  des  Integrals  beliebig  gewählt  werden  kann 
und  =  0  gesetzt  werden  möge ;  der  Punkt  z  =  0  entspricht  dann 
dem  Punkte  ^  =  1 ,  ist  also  der  mit  z^  bezeichnete  Punkt.  Die 
Integration  bei  dem  ersten  Theile  des  für  z  gefundenen  Ausdrucks 
ist  unmittelbar  ausführbar;  bei  dem  zweiten  wird  sie  es,  wenn  man 
als  Integrationsvariable  i/e~'^'"  —  1  an  Stelle  von  w  einführt.  Man 
erhält  so 


1  —  e-"'  -f-  ^^-2'"—  ]  -(-  arctg  l^e    ^w  _  ]  ^ 


8) 
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WO  der  vorkommende  arctg  für  w  =  0  verschwindet.  Hieraus  sind 
die  Grenzen  des  Gebietes  von  z  zu  bestimmen. 

Wenn   ^  =  0  ist  und  q)  zwischen  0  und  —  oo  variirt,  so  folgt 
aus  8) 

X  =  1  —<?-'/'  —  Ye-^—l  +  arctg  ye-W—^l 

y  =  0, 

wo  die  Wurzelgrösse  (wie  jede  reelle  Wurzelgrösse)  positiv  gerechnet 
werden  soll  und  der  arctg  im  ersten  Quadranten  liegt.  Durch  diese 
Gleichungen  ist  die  negative  x'- Achse  dargestellt;  sie  bildet  eine  feste 
Wand.     Für  gj  =  —  cx)  und  q)  =  0  ist  also 

Hat  q)  einen  Constanten,  unendlich  grossen,  negativen  Werth  und 
wächst  4-'  von  Null  bis  ;r,  so  ist 

X  =  l  —  26-^  cos  ^  -}-  ö^ 

y  =  2e-  v  sin  ^  .  9) 

l>ei  diesem  Schlüsse  ist  benutzt,  dass  arctg  u,  d.  h. 


le 

/'     du 


seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  der  Punkt  n  auf  einer  ganz  in  der 
Unendlichkeit  liegenden  Linie  bewegt  wird.  Die  Gleichungen  9) 
stellen     einen    Halbkreis    dar,    dessen    Mittelpunkt    die    a;- Ordinate 

l  -\-~,  die  y- Ordinate  0'  hat,   und  dessen  Radius  2e~'P  ist.     Durch 

diesen  Halbkreis  strömt  die  Flüssigkeit  nach  seinem  Mittelpunkte 
hin  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  dem  Reciproken  seines  Radius 
gleich  ist.     Für  (p  ==  —  oo  und  -ip  =  n  ist 

a:=l  +  26'-'/'  +  |,     y  =  0: 

fst  ip  =z  71  und  liegt  qi  zwischen  —  oo  und  0,  so  ist 


a;  =  1  -[-  e- '/'  -|-  j/c-^'^'P  —  1  -|-  TT  —  arctg -/(^^t'  —  1 

wo  der  arctg  wieder  im  ersten  Quadranten  zu  wählen  ist.  Diese 
Gleichungen  stellen  den  Theil  der  o;- Achse  zwischen  den  Punkten 
X  =  2  -\-  7t  und  .r  =  -f~  '^  dar;  auch  er  ist  feste  Wand.  Für  xp  =  ti, 
q)  =  0  ist,  ebenso  wie  für  t^  ==  0,    g?  =  0,  wie  aus  der  Gleichung  7) 

hervorgeht,  '.^  unendlich;  w  =  0  und  w=  iit  sind  die  einzigen  Punkte 

in  der  Grenze  des  Gebietes  von  w,  für  welche  dieses  stattfindet;  daraus 
folgt,  dass  der  Punkt  x  =  2  -\-  tt  ,  y  =--  0  der  mit  z.^  bezeichnete  ist. 
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Wenn  f  =  n  und  <p  positiv  ist,  so  ergiebt  sich,  da 

arctg  iu  =  i  ^  lg  |^  , 
und  nun  ij  negativ  werden  uiuss, 
X  =  \  -j-  e-  V  -j-  TT 


y 


Diese  Linie  ist  eine  freie  Grenze  des  Strahles. 
Für  ijj  =  Ttj  (p  =  -\-  oo  ist 

x=\  -\-  n  ,     ?/  =  1  —  lg  2  —  qp  . 

Giebt    man    deui   cp   einen   constauten,   uneüdlich  grossen,    positiven 
Werth  und  lässt  -4^  von  n  bis  0  abnehmen,  so  findet  mau 

x  =  \  -\-  i^ 

?/  =  1  —  lg  2  —  qp 
Diese  Gleichungen   stellen  eine  der  .r- Achse  parallele  Linie  von  der 
Länge   n  dar,  für  die  y  =  —  00  ist;   durch  diese  Linie   §trömt  die 
Flüssigkeit  mit  der  Geschwindigkeit  1  iu  der  Richtung  der  negativen 
y  -  Achse. 

Für  cp  =  -\-  00  und  t/^  =  0  ist 

x=\  ,     ?/=l  —  lg2  —  99. 
Nimmt  man  endlich^  =  0  und  cp  positiv  an,  so  ergiebt  sich 
X  r=\--e-  'f 

1  -\-yi  —  e-2f 


y 


j/i  _  e-^f  —  ^  1^ 


1  — Fl  —  e-^<i' 


Die  hierdurch  dargestellte  Linie  ist  die  zweite  freie  Grenze  des 
Strahles.  Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  cp  =  0,  so  kommt  man 
zu  dem  Punkte  z  =  0  zurück,  von  dem  Avir  bei  der  Aufsuchung  der 
Grenzen  des  Gebietes  von  z  ausgegangen  sind. 

§4. 

Wir  wollen  nun  einen  Fall  betrachten,  der  auch  den  eben  be- 
handelten als  speciellen  in  sich  schliesst.  Das  Gebiet  von  w  soll, 
wie  in  diesem,  durch  die  Linien 

^  =  0        <p  =  —  '^^ 

ij;  ==  7C  ^  ==  -|-  C» 

begrenzt  sein ;  das  Gebiet  von  t,  aber  sei  begrenzt  durch  einen  Kreis- 
bogen ,  der  um  den  Punkt  2;  ==  0  mit  dem  Radius  1  beschrieben  ist, 
die  Länge  a  hat  und  für  dessen  Endpunkte  t,  die  Werthe  t,.^  und  ^^ 
besitzt,  durch  die  Verlängerungen  der  nach  diesen  Punkten  gezo- 
genen  Radien  und  einen    unendlich    grossen,    concentrischen   Kreis- 


§  4.     Oeffming  zwisclien  convergirenden  ebenen  Wänden. 
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bogen.  Dieses  Gebiet  von  t,  lüsst  sich  nach  den  über  die  Gleichung 
9)  der  vorigen  Vorlesung  gemachten  Auseinandersetzungen  durch  die 
Substitution 

z  =  f- 

abbilden  auf  ein  Gebiet  der  Variabein  Z,  welches  durch  einen  Halb- 
kreis vom  Radius  1,  die  Verlängerungen  der  nach  seinen  Endpunkten 
gezogenen  Radien  und  einen  unendlich  grossen,  concentrischen  Halb- 
kreis begrenzt  ist.  Die  Werthe,  welche  Z  dabei  für  ^  =  ^.j  und  2;  =  ^^ 
rrhält,  nennen  wir  Z,  und  Z,,  so  dass 

7t  n 

^3  =  ^3".     Z^  =  Ü 
ist.     Das  Gebiet   von  Z  stimmt  im  Endlichen  aber  überein  mit  dem 
Gebiete,   welches  wir  für  ^  im  vorigen  §   angenommen  haben,  und 
wird  daher  durch  die  Gleichung 


\i  —  l^)  ^  e'»  -  C  ' 


die  der  Gleichung  G)  nachgebildet  ist,  auf  dem  Gebiete  von  w  abge- 
bildet.    Daraus  folgt  dann  zwischen  t,  und  w  die  Relation 


^«    -    ^3« 


=    Ä' 


e'"  —  C 


10) 


wir  nennen  wieder  ^,  und  t,.,  die  willkührlich  zu  wählenden  Punkte 
der  Grenze  des  Gebietes  von  t„  für  welche  cp  =  —  oo  und  ^  =  -f-  c» 
ist;  setzen  wir  dann  noch  zwei  Punkte  der  Grenzen  der  Gebiete  von 
t,  und  w  als  einander  entsprechend  fest,  so  sind  die  Constanten  K, 
C,  C  bestimmt. 

Wir  wollen  g,  in  der  Unendlichkeit,  t,^  auf  dem  mit  dem  Radius 
1  beschriebenen  Kreisbogen  annehmen;  Fig.  10  stellt  dann  die  ent- 
siirefhondou  Gebiete  von  t,  und  z  dar. 

Fig.  10. 


Die    Theile    des    Gebietes    von    ?,    für    welche    9?== — 00  oder 
fp  = -\- 00  ist,   liegen   in   tler  Unendlichkeit;  die  festen  Wände  sind 
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gerade  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  und  haben  die  Richtungen  voi 
Py  und  Q^ ;  der  Strahl  hat  in  der  Unendlichkeit  die  Richtung  von  q.^ 
und  die  Breite  ti. 

Wir  betrachten  noch   einen  besondern,  hierher  gehörigen   Fall. 
Es  sei 

a  =  27t ,     g;j  =  ^^  =  «• ,     ^2  =  —  « 
und  für  ?v  =  0 

t==  i  ,         z  =  0. 
Die  Gebiete  von  ^  und  z  sind  dann  durch  Fig.  11  dargestellt. 

Fig.  11. 

7 

y 


-fy^j   -X 


Bei  der  Bildung  der  Gleichung  10)  treten  die  Grössen  j/^^  und 
j/^^  auf;  diese  sind  nicht  einander  gleich,  obwohl  ^.,  und  ^^  es  sind, 
sondern  entgegengesetzt,  w^eil  die  eine  von  ihnen  stetig  in  die  andere 
übergehn  muss,  wenn  der  Punkt  t  auf  einem,  in  seinem  Gebiete  lie- 
genden Wege  von  t,.^  nach  t,^,  oder  umgekehrt,  geführt  wird.  Hier- 
nach und  in  Folge  der  Bedingungen,  dass 

für  cp  =  —  oü         ^  =  oo 
9P  ==  -f-  oü         g  =  —  i 
w  =  0  1  =  i 

werde,  geht  die  genannte  Gleichung  über  in 

d.  h. 

t  —  Y'i  2/7  e-'o—  i  =  Q  . 

Die  Summe  der  beiden  Werthe  von  yi,  die  sich  hieraus  ergeben,  ist 
=  2  ]/ie~'"',  ihr  Product  =  — i\  die  Summe  der  beiden  Werthe 
von  t,  ist  daher  =  2i  (26'"^"'  —  1)  und  das  Product  derselben  =  —  1 ; 
für  t,  gilt  also  die  quadratische  Gleichung 

g'^  —  2t,  i  (26'-2"'  _  ,1)  _  ]  =  0  ^ 
aus  welcher  folgt 


§  4,    Beispiel  einer  nicht  möglichen  Flüssigkeitsbewegung. 
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^=2  (2^-2'"—  1  -f-2e-«'|/e-2'^—  l)  . 

Das  Vorzeichen    der  hier  vorkommenden   Wurzelgrösse   ist  dadurch 
bestimmt,  dass,  wenn  9p  =  —  ^X)  ist,  ^  unendlich  und  nicht  Null  wird. 
Aus 


=/ 


^  dw 


ergiebt  sich  hiernach 

WO  der  lg  für  w  ==  0  verschwindet. 

Ist  ip  ==  0  und  nimmt  cp  von  0  bis  —  oo  ab,  so  ist  hiemach 
x  =  0 
y  =  —  (e-^v  -\-  (p  —  1  -\-  e-v  j/e-^v  — T  —  lg  {e-  v  -f  f/e-^v  —  1)), 

durch  welche  Gleichungen  die  negative  y- Achse  dargestellt  ist. 

Hat    (p    einen    constanten,    unendlichen,    negativen    Werth    und 
wächst  ip  von  0  bis  7t ^  so  wird 

X  =  -  2e-2y  sin  2f  -\-  2t 

y  =  —  26-^9  cos  2t/»  —  2g)  +  I  -f  lg  2  . 

Ist  ip  =  n  und  cp  negativ,  so  findet  man 

X  =  2^ 

,/  =  _  (^-29  _|_  g,  _  1  _j_  e- 9  j/e-2<p_l  _  lg  (er-  'P  -f-  j/e-  ^'P  -^)). 

Diese  Gleichungen  stellen  die  zweite  feste  Wand  dar,  die  also  in 
dem  Abstände  2ä  vor  der  ersten  sich  befindet.  Die  Breite  des 
Strahles  ist  den  vorausgeschickten  allgemeinen  Betrachtungen  zu- 
folge =  :7r. 

Der  eben  erörterte  Fall  eines  Plttssigkeitsstrahles 
ist  der  erste,  welcher  mathematisch  behandelt  worden 
ist,  und  zwar  von  Helmholtz*), 

Giebt  man,  ohne  sonst  in  den  gemachten  An- 
nahmen eine  Aenderung  zu  trefPen,  dem  Punkte  ^2 
eine  andere  Lage,  als  sie  in  Fig.  11  angegeben  ist, 
auf  dem  Kreise  ^  =  1 ,  so  erhalten  die  Grenzen  des 
Gebietes  von  z  die  in  Fig.  12  dargestellte  Gestalt. 
Diese  Grenzen  schneiden  sich  selbst;  eine  dem  ent- 
sprechende Flüssigkeitsbewegung  ist  nicht  möglich. 


Fig.  Vi. 


*}  Monatsberichte  der  Berliner  Acadomie,  April  1868. 


Kirchhoi'f,   Mechanik. 
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§5. 

Wii-  wollen   nun  über  das  Gebiet  von  w  eine  andere  Annahme" 
als  bisher  machen.     Es  sei  dasselbe  begrenzt  durch  die  Linien 

T/^   =    —   -  (p   =    —    OO 

^  =  +  1  cp  =  -\-  OC 

und  durch  die  beiden  Seiten  der  Linie,  für  welche 

^  =  0     und     qo  >  0 

ist.  Die  folgende  Betrachtung  lehrt,  wie  dieses  Gebiet  sich  auf  eine 
Sichel  abbilden  lässt. 

Das   Gebiet,    welches    aus    ihm   entsteht,    wenn  man   die   Linie 
tl)  =  0,  cp  y  0  nicht  zur  Grenze  gehörig  rechnet,  wird  durch 

auf  einem  Kreise  in  der  Z- Ebene  abgebildet',  und  zwar  so,  dass 
für  9  =  —  oo         Z  =  —  1 
q)  =  -\-  oo         Z  =  -{-  l 

w  =  t  —  Z  =  i 

ist ;  der  Radius  des  Kreises  ist  hiernach  =  1 ,  sein  Mittelpunkt  ist  der 
Punkt  Z  =  0  und  entspricht  dem  Punkte  iü  =  0.  Ist  i/^  =  0,  g?  >  0, 
so  ist  Z  reell  und  kleiner  als  1;  der  Linie  ^  =0,  qp  )>  0  entspricht 
der  Radius,  der  von  dem  Punkte  Z  =  0  nach  dem  Punkte  Z  ==  1 
gezogen  ist.  Durch  die  Gleichung  11)  wird  daher  das  im  Anfange 
dieses  §  bezeichnete  Gebiet  von  w  auf  einem  Gebiete  von  Z  abge- 
bildet, das  durch  den  genannten  Kreis  und  die  beiden  Seiten  des  ge- 
nannten Radius  begrenzt  ist.     Dieses  aber  wird  durch 

Z=^Z"^ 

auf  einem  Halbkreise  vom  Radius  1  in  der  Z'-Ebene  abgebildet,  also 

auf  einer  Sichel ;  der  Winkel  an  den  Spitzen  derselben  ist  —  und  für 

ihre  Spitzen  ist  Z'  =  +  1.  Auf  dieser  Sichel  ist  also  das  Gebiet 
von  w j  das  wir  angenommen  haben,  durch 

^      —  1_    Z'2 

abgebildet  und  kann  daher  mit  Hülfe  der  im  §  5.  der  einundzwan- 
zigsten Vorlesung  gemachten  Auseinandersetzungen  auf  jeder  andern 
Sichel  abgebildet  werden,  und  zwar  so,  dass  drei  beliebigen  Punkten 
seines  Umfanges  drei  beliebige  Punkte  des  ümfanges  dieser  ent- 
sprechen. 


Sln.Ii 


WaiHl   trifft. 
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Als  (irenzen  des  Gebietes  von  $  wollen  wir  wieder  einen  Halb- 
kreis vom  Radius  1  und  einen  unendlich  grossen  Kreisbogen  an- 
uelmien  und  wollen  festsetzen,  dass,  wenn  ^, ,  Jj;  Ss  drei  Punkte  des 
Halbkreises  sind, 

für  (p  =  —  CXI     ^  ==  ti 

^>0,     g)  =  +  oo     ^  =  t, 
i.st.     Der   Charakter  des   Gebietes   von   z   lüsst  sich   dann   wieder  iui 
Allgemeinen  mit  Leichtigkeit  angeben.    Fig.  13  stellt  die  Gebiete  von 
/r,  ^  und  z  dar. 

Fig.  13. 

ur 

1 


Aus  der  Unendlichkeit  kommt  ein  Strahl,  der  dort  die  Breite  tt, 
die  Geschwindigkeit  1  und  die  Richtung  von  Q^  hat;  in  die  Unend- 
lichkeit gehen  zwei  Strahlen,  die  dort  die  Breite  — ,  die  Geschwindig- 
keit 1  und  die  Richtungen  von  q^  und  ^3  haben.  Die  Grenzen  jenes 
Strahles  gehen  in  die  äusseren  Grenzen  dieser  durch  die  Linien  über, 
die  den;  Kreisbögen  g,  S;,  und  ^j^g  entsprechen.  Die  inneren  Grenzen 
der  beiden  in  die  Unendlichkeit  laufenden  Strahlen  gehen  in  einander 
über  durch  eine  Linie,  die  zum  Theil  freie  Grenze,  zum  Theil  feste 
Wand  ist.  Die  Enden  der  letzteren  entsprechen  den  Spitzen  des 
Gebietes  von  t,  und  zwei  gewissen  Punkten  des  ^^- Gebietes,  für 
welche  i^  =  0,  cp  y  0  ist.  Die  Wand  liegt  ganz  im  Endlichen,  ist 
gerade  und  dem  unendlichen  Kreisbogen  der  Grenze  des  ^-Gebietes, 
so  weit  er  im  Endlichen  liegt,  parallel.  In  ihr  giebt  es  einen  Punkt, 
dem  Punkte  w  ==  0  entsprechend,  wo  die  Geschwindigkeit  Null  ist 
und  eine  Stromlinie  sich  in  zwei  theilt. 

Wir  gehen  näher  auf  einen  Fall  ein,  der  als  in  dem  besproche- 
nen enthalten  angesehen  werden  kann,  den  wir  aber  selbständig 
behandeln  wollen. 

Die  Grenzen  des  Gebietes  von  ^  seien  die  in  Fig.  13  dargestellten, 
das  Gebiet  von  w  aber  sei  die  unendliche  Ebene,  die  durch  die 
beiden  Seiten  der  Linie  ^  =  0,  rp  y  0  begrenzt  ist.     Dabei  sei 

'20* 
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Zweiundzwanziffste  Vorlesunsf. 


für  w  = 


10  =   1 


% 


die  letzte  Bedingung  ist  erfüllbar,  da  der  Punkt  w  =  \  zweimal  in 
der  Grenze  des  Gebietes  von  w  vorkommt  und  daher  zweien  Punkten 
in  der  Grenze  des  Gebietes  von  %  entsprechen  muss.  Die  Relation 
zwischen  iv  und  i;,  durch  welche  die  Gebiete  der  beiden  Variabein 
diesen  Festsetzungen  gemäss  auf  einander  abgebildet  werden,  findet 
man  leicht  durch  die  folgende  Betrachtung.  Das  Gebiet  von  w  wird 
durch 

auf  der  Hälfte  der  Z- Ebene  der  Art  abgebildet,  dass 
für  w  =  oo         Z  =  oo 
w=\  Z==4:  1 

ist.  Dieses  Gebiet  von  Z  ist  ein  Kreis  von  unendlich  grossem  Ra- 
dius; die  Sichel,  welche  das  Gebiet  von  ^  ausmacht,  wird  auf  dem- 
selben durch 

n  -  %\-  _  L:7_X 

so  abgebildet,  dass 

für  ^  =  —  i        Z=oo 

g  =  -  1       z  =  -  1 

V 

ist.     Daraus  folgt  die  Relation  zwischen  t,  und  w 

2  l-Vü^ 


m 


Hieraus  ergiebt  sich 


also 


1  +y~K 


^-^^^  +  1=0, 


^  =  r  +  /--i 


12) 


Das  Vorzeichen  der  zweiten  der  beiden  hier  vorkommenden  Wurzel- 
grössen  ist  durch  die  Festsetzung  bestimmt,  dass  t,  =  —  i  für 
w  =  <X)  wird,  das  der  ersten  dann  dadurch,  dass  für  w  =  0  t,  un- 
endlich und  nicht  Null  werden  muss,  da  in  dem  Gebiete  von  t, 
keine  Werthe  vorkommen,  deren  Modul  kleiner  als  1  ist.  Setzt 
man  noch  fest,  dass  z  und  w  gleichzeitig  verschwinden,  so  ergiebt 
sich  aus  12) 

z  =  2  j/w  -\-  IV  y 1  +  arc  sin  Yw  , 

wo  der  arc  sin  Null  ist  für  w  ==  0.    Für  die  feste  Wand  ist  ]/w   reell 


§  6.     Druck  eines  Stnihies. 
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und   variirt   vou   —  1  bis  -f-  1 ;   für  dieselbe   ist  dalier  y  =  0  und  x 
liegt  zwischen 

-2-|    und    2  +  |. 

P'ig.  14  stellt  für  den  jetzt  betrachteten  Fall   die   Gebiete   von  iv ,  g 
und  z  dar. 

Fig.  14. 
W  " 


Ein  Strom  von  unendlicher  Breite,  der  in  der  Unendlichkeit 
überall  die  Geschwindigkeit  1  und  die  Richtung  der  negativen  y- Achse 
hat,  trifft  eine  Wand  von  der  Breite  4  +  jr,  die  senkrecht  zur  y -Achse 
ist;  in  den  freien  Grenzen,  die  von  den  Enden  dieser  ausgehn,  be- 
rührt er  ruhende  Flüssigkeit. 

§6. 

Wir  wollen  nun  eine  Betrachtung  über  den  Druck  anstellen,  den 
eine  feste  Wand  bei  solchen  Flüssigkeitsbewegungen,  wie  wir  sie  in 
dieser  Vorlesung  untersucht  haben,  erleidet.  Der  Druck  p  in  irgend 
einem  Punkte  der  bewegten  Flüssigkeit  ist  der  Gleichung  1)  zufolge 
bestimmt  durch 


oder 


^'=^-i((|^/  +  0O 


In  der  ruhenden  Flüssigkeit  ist  der  Druck  einer  Constanten  gleich, 
die  durch  C„  bezeichnet  werden  möge.  An  der  freien  Grenze  der 
bewegten  und  der  ruhenden  Flüssigkeit  ist  der  Druck  auf  beiden 
Seiten  derselbe  und  (>  =  1 ;  daraus  folgt 


also 


P 


Nun  sei  dl  ein  Element  einer  Wand,  die  auf  der  einen  Seite  mit  der 
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bewegten,  auf  der  andern  mit  der  ruhenden  Flüssigkeit  in  Berührung 
ist;  der  Ueberschuss  des  Druckes^  der  auf  dieses  von  der  ersten  Seite 
wirkt,  über  den  von  der  zweiten  Seite  wirkenden,  oder,  wie  wir  der 
Kürze  wegen  sagen  wollen,  der  Druck,  den  das  Element  dl  erleidet, 
ist  daher 


K-.') 


dl 


Um  mit  Hülfe  dieses  Ausdrucks  den  Druck  zu  berechnen,  den  ein 
endlicher  Theil  der  Wand  oder  die  ganze  Wand  erleidet,  ist  es  zweck- 
mässig als  Integrationsvariable  w  einzuführen.  Wie  wir  bereits  am 
Ende  des  §  2.  benutzt  haben,  ist  dl  =  gdcp,  oder,  da  für  die  Wand 
t/'  constant  ist,  dl  ==  gdw]  wobei  indessen  zu  beachten  ist,  dass  dq) 
und  dw^  ebenso  wie  dl,  positiv  zu  wählen  sind.  Der  Druck,  den  das 
Element  dl  erleidet,  wird  daher 


K^-v) 


diu 


Die  weiteren  Entwickelungen  wollen  wir  auf  den  Fall  beschränken, 
dass  die  Wand  gerade  und  parallel  der  a;- Achse  ist.  An  ihr  ist 
dann  t,  reell  und  daher 

wo  das  Vorzeichen  dadurch  bestimmt  ist,  dass  q  positiv  ist.  Der 
Druck,  den  diei^gan/e  Wand  erleidet,  ist  also 


/±*(^-i)^ 


wo    die    Integration    über    die   Wand  auszudehnen   und   das   Vorzei- 
chen so  zu  wählen  ist,  dass  alle  Elemente  des  Integrals  positiv  sind. 
In  dem  Falle,  auf  den   Fig.  14  sich  bezieht,   ist  in   Folge   der 
Gleichung  12) 


(^-f)=/F> 


Da  längs  der  Wand  ]/w  von  —  1'  bis  -|-  1  zunimmt,  so  ergiebt  sich 
hieraus  der  Druck,  den  die  Wand  in  diesem  Falle  erleidet, 


§  7. 

Wir  wollen  endlich  uns  von  einigen  Voraussetzungen  frei  machen, 
die  wir  in  dieser  Vorlesung  eingeführt  haben,  um  die  Formeln  abzu- 
kürzen. 

Schreibt  man  in  der  Gleichung  zwischen  z  und  w ,   welche  eine 

Flüssigkeitsbewegung  der  betrachteten  Art  darstellt,  -   für  w,   vfo  n 
eine  positive  Constante  bedeutet,    so  stellt  die  neue  Gleichung  eine 
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Bewegung  dar^  bei  der  die  Stromlinien  die  alten  sind,  die  Ge- 
schwindigkeit überall  proportional  mit  n,  der  Druck,  den  eine  Wand 
erleidet,  proportional  mit  n"^  ist. 

Schreibt  man  in  derselben  Gleichung  —  und  ~  für  z  und  w,  wo 

"^    m  in  ' 

m  wieder  eine  positive  Constante  ist,  so  stellt  die  neue  eine  Bewe- 
gung dar,  bei  der  die  Stromlinien  den  früheren  ähnlich  sind  und 
die  Geschwindigkeit  an  den  entsprechenden  Punkten  dieselbe  ist.  Die 
linearen  Dimensionen  der  Stromlinien  sind  mit  m  proportional;  mit 
m  proportional  ist  auch  der  Druck,  den  eine  Wand  erleidet. 

Ist  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  nicht  =  1,  wie  wir  angenom- 
men haben,  sondern  =  [i,  so  ist  der  Druck,  den  eine  Wand  erleidet, 
proportional  mit  ^. 

Kehren  wir  nun  noch  einmal  zur  Betrachtung  der  Strömung 
zurück,  auf  welche  Fig.  14  sich  bezieht,  nehmen  aber  an,  dass  /  die 
Länge  der  festen  Wand,  v  die  Geschwindigkeit  an  der  freien  Grenze 
der  bewegten  Flüssigkeit  oder  in  der  Unendlichkeit,  \i  die  Dichtig- 
keit der  Flüssigkeit  ist;  der  Druck,  den  die  feste  Wand  erfährt,  ist 
dann  hiernach 

9     In 
^       4  -f-  3r 
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